Matrizes e operacoes matriciais
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Matrizz E um agrupamento retangular de
numeros.

Entradas da matriz, também
1/4 chamados de escalares

\
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O Tamanho ou tipo da matriz
é dado pelo numero de linhas
e colunas da matriz. Neste
exemplo a matriz € do tipo
3x2 (3 linhas e duas colunas)
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B=|8
9,

D=[1 2 3 4 5]

Matriz linha ou vetor-linha

Matriz coluna ou vetor-coluna

(&,
A=| :

\aml

a, |

Ao

Matriz arbitraria mxn
(m linhas e n colunas)




[aij]mxn ou [aij] Notacao compacta

A entrada na linha { e na coluna j de uma matfiz A também
¢ comumente denotada por (A);. Assim, para a matriz (1) acima,

nos temos |
A= >
o

Wy =2 A =~3, (A =7 e (A), = 0.

é comum usarmos também a notacao &



Diagonal Principal

Diagonal Secundaria




lgualdade de Matrizes: Duas matrizes sao ditas
iguais se elas sao do mesmo tipo e as entradas
correspondentes sao iguais.

Se A=|a,|

A=B se, e somente se (A), =(B), ou equivalentemente

e B=|b,| tem omesmo tamanho, ent&o

mxn

a,=b, para quaisquer | e |.



Adicao de Matrizes

Se A e B sao matrizes de mesmo tamanho a matriz
A+B ¢é obtida somando-se as entradas de A
correspondentes as entradas de B.

OBS.: MATRIZES DE TAMANHOS DIFERENTES NAO PODEM
SER SOMADAS.

a, ... a, b, ... b,
A= : . =+ | B= : . entdo A+B=
aml Tt amn bml T bmn

all + bll a‘12 + b12 aln + bln

ml m2 m2 m2 ""*° mn mn




Multiplicacao de uma matriz por um escalar

Dada amatriz A=|a, | e o escalarc, entdo
(CA)ij = C(A)ij = Caij

Se A A,...,A sao matrizes de mesmo tamanhoec, c,,...c. sao escalares
entdao c A +c,A,+..+C A e chamada combinagao linear de A ,A,,...,A
com coeficientes c, c,,...C

n *




Para as matrizes
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éa r:ﬂimbinagﬁﬂ linear de A, B e C com coeficientes escalares 2,
-le 3.



1 2 0 1 5]

Multiplicacao de matrizes
Considere as matrizes

A=12 1 -1| ,B=|4 2 entao

AB =

3 3 -2

1 2
3x3 - 13x2

1.1+2.4+0.1 1.5+2.2+0.2
2.1+1.4+(-1).1 25+1.2+(-1).2

13.1+3.4+(-2).1 3.5+3.2+(-2).2

A n) " Pxp Cin
garante a existéncia
do produto

X p)
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17




Produtos Matriciais como Cnmbma;nes_
Lineares Matrizes-linha ¢ coluna fornecem uma maneira
alternativa de ver a multiplicacdo matricial. Por exemplo,

suponha que
| Cap ap Wiy | ES
A
| I ﬂ;::E G | X
Entao
Canx +oapve oot @ty | K [ ay3 | [ dyy |
Ay — al{:s:l + ﬂn._'l'.'g +---+ Egrjl}. =) .:11g| b1 ﬂ‘gg PR _aim
_c-!mrm TP NP ﬂm:ixn_ | dml_ | 3 | e _

(10)



Nos mostramos no Exemplo 5 que

1 2 4 12 27 30 13
AB = 0 -1 3 -
[2 6 E]] : [3 —4 26 12}

As matrizes-coluna de A B podem ser expressas como combi-
nacgocs lineares das matrizes-coluna de A como segue:

12 17 21 (4
_ S] =4[, +0(s]* 2]y
27 1 2],
_—4 o _1"._ _ﬁ_ + _'D_
307 [ 21 4]
—4 ;
26 2] 77 67 (o]
137 11 el 4
—3 2
12, _z] = le] 7o .




. a11X1 4+ ipxa -+ guax, =k
Forma Matricial 242 it 1

de um
Sistema Linear ? : 1 :
1 X1 + ApnXz 4+ -+ i = by

Az X1 + dxnXy 4ok anr, = b

CanXy £ @pxs e apmxe | [ ]
G211 + anxy + -+ Ganke | b;
| QX A dgai - pinXn_ _bm_
[an e - oaw |[x] [8&]
a1 A ccc am | %2 | B
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Matriz aumentada do sistema

[A | b] =



Transposta de uma matriz
Se A € uma matriz m X n qualquer, entdo a fransposta de A,
denotada por A’ é definida como a matriz 2 X m que resul-
ta da permutagdo das linhas com as colunas de A; ou seja, a
primeira coluna de A" € a primeira linha de A, a segunda
coluna de A” € a segunda linha de A, e assim por diante.

r = - .=
A = (a,), . ,» chama-se transposta de A (indica-se por A%) a matriz:
A= (a'ji)n X m

ehyr o Ay , 2 15 .
"-'I_T — . r — T =
3 [3 4 5] 1. C 3




Propriedades da Aritmética Matricial

A+ B=8B+A (Lel da Commtatividade para & Adicie)
A+ (B+C)=(A+B)+C (Lei da Associatividade da Adiciio)
YABO=AEC (1.el da Associatividade da Multiplicaciio)

HAB+CO)=AB+AC {Lei da Distributividade 3 Esguerda)
A+ B C=AC+BC (Lei da Distributividade a Direita)
FrAB-CO)=AB-AC Gy @+ C=aC+b(

(B)(B-OYA=BA-CA k) [a=-b)C=aC-bC
WaB+Or=aB+alC N albO)=uhC
(i) a{(B-C)=aB-aC m)a(BO)=(aBYC=B(aC)

Obs.: Note que nao é valida a comutatividade para
o produto de matrizes,ie, AB nao necessariamente

é igual a BA.



Matriz Nula

E a matriz que possui todas as suas entradas nulas.
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Propriedades da matriz nula

(@) A+0=0+A=A
(B) A—A=0

(c) 0—-A=-4

(d) AO=0,0A =10



Matriz identidade

E a matriz quadrada que tem na diagonal
principal valores 1 e nas demais entradas O.

i |

1
01 0 0
0 0 1 0
00 0 1

= =
L2 — 2

0
Ul
I

AlL=4 ¢ [HA=A

Se R € a forma escalonada reduzida por linhas de uma

matriz A n X a1, entdo ou R tem uma linha de zeros ou R é a
matriz identidade I,




Matriz Inversa

Dada uma matriz quadrada A, se pudermos encontrar uma
matriz B de mesmo tamanho tal que AB = BA = I, entdo dire-
mos que A € invertivel e que B € uma inversa de A. Se ndo
puder ser encontrada uma tal matriz B entfdo diremos que A

& ndo-invertivel ou singular.



Exemplo

-1 3

=3 30 2] 9=
m=[} 3]0 3]=[ 1]

B:E" ;] & nma inversa de Az[ 2




Exemplo de matriz que nao é invertivel

1 4 0] b1 b bia
A=1[2 5 0 B= by i bn
3 6 0 byt bn b |

61y Bio b | [0 E-'ﬂ_

by by by | |0 =0

o351 by b | |0 0

p— —

BAxI =

o T =
= = D
—_— 2




Obs.: Nem todas as matrizes sao invertiveis.

10 e .
De fato,se (A), = L1 entao nao existe uma matriz (B, )

tal que (A),(B,) =1.

Uma matriz n X n que pode ser obtida da matriz identidade
I de tamanho n X n executando uma nica operac¢ao ele-
mentar sobre linhas € chamada uma matriz elementar.



Matriz elementar

Uma matriz n X n que pode ser obtida da matriz identidade
I de tamanho »n X n executando uma Unica operacio ele-
mentar sobre linhas € chamada uma matriz elementar.

0 0 0]

0 O e

0 0
1 0
0 1

1 0 3
0 1 0
0 0 1

o o e

1
0 0 0
0 0 1

0 1, 0 0]

i 1 | !

Multiplique a  Permute a segun-  Some 3 vezes a  Multiplique a
segunda linha  da linha de [, terceira linha de  primeira linha
de fypor—3  com a quarta. I & primeira, de i, por L.



[
-
1P W

Teorema 1.5.2

Qualquer matriz elementar é invertivel e a inversa é, tam-
bém, uma mairiz elementar.

Afirmacdes Equivalentes

Se A € uma matriz n X n entdo as seguintes afirmacées sao
equivalentes, ou seja, sdo todas verdadeiras ou todas falsas.

(a) A é invertivel,
(b) A x =0 tem somente a solugdo trivial,
(¢) A forma escalonada reduzida por linhas de A é I

(d) A pode ser expressa como um produto de matrizes
elementares. |



