CONJUNTOS E ELEMENTOS

Um conjunto pode ser considerado como uma coleglo de objetos, os elementos ou membros do conjumo, Normal-
mente usamos letras maitsculas, A, B, X, Y, ..., para denotar conjuntos, ¢ letras mindsculas, a, b, x, v, ..., para de-
notar elementos de conjuntos. A afirmagio “p é um clemento de A™ ou, equivalentemente, “p pertence a A™, € es-
crita

PEA
A afirmagiio de que p ndo € um elemento de A, 1s1o €, a negaglio de p € A, € escnta
pEA

O o de gue um conyunto fica completamente determinado guando seus elementos sdo especificados ¢ for-
malmente conhecido como principio da extensio.

Principio da extensdo:  Dois conjuntos, A e B, s30 1guais se ¢ somente se possuem os mesmos elementos.

Como de hibito, escrevemos A = B se 0s conjuntos A ¢ B s30 1guais, ¢ escrevemos A # B s¢ 08 conjuntos nio
Silo 1guals,



Descricao de Conjuntos

Existem essencialmente duas maneiras de especificar um conjunto particular. Uma opgdo, quando possivel, consis-
te em listar seus elementos. Por exemplo,

A=laeio0u)

A segunda maneira consiste em enunciar as propriedades que caracterizam os elementos do conjunto.
B = {x: x € um inteiro par, x > 0},



Exemplo 1.1
(@) O conjunio A definido anteriormente também pode ser escrito como:

A = |x x ¢é uma letra do alfabeto, x € uma vogal |

Observe quebE A, cEAcpEA
(&) Nio seria possivel listar todos elementos do conjunto & acima, embora freqilentemente se possa especificar o
conjunto escrevendo
B=(2,46..)

onde se assume gue o significado da especificagho pode ser entendido por 1odos. Observe que 8 € 8, mas - 7
&5
(€) SejaE = [x:2" = 3x+2= 0], Em outras palavras, E é o conjunto das solugdes da equagio ' - 3x+2 = 0,

por vezes denominado o comfunio solugdo da equagdo. Como as solugdes da equagdo sho | ¢ 2, poderfamos
também escrever £ = [ 1, 2).



N = 0 conjunto de mnteiros positivos: 1, 2, 3, ...,

Z = o conjpunto dos intewros: ..., -2,-1,0,1,2 ...,
Q = o conjunto dos nimeros racionais,

R = o conjunto dos ndmeros reais,

C = o conjunto dos nimeros complexos.



O fato de que um conjunto pode ser descrito em fungdo de uma propriedade ¢ formalmente conhecido como
principio da abstragdo.

Principio da abstragiio: Dado um conjunto U ¢ uma propriedade P, existe um conjunto A tal gue os elementos
de A silo os elementos de U que possuem a propriedade P.

CONJUNTO UNIVERSO E CONJUNTO VAZIO

Em qualquer aplicagio da teona dos conjuntos, os elementos de todos conjuntos considerados pertencem a algum
conjunto maior, conhecido como conjunto universo. Por exemplo, em geometnia plana, o conjunto universo com-
poe-se de todos os pontos do plano e, em estudos de populagbes humanas, o conjunto universo compie-se de todas
as pessoas do mundo. Vamos usar o simbolo
b'

para denotar 0 ConjuNto UNIVETso, a Menos que se mencione explicitamente, ou esteja implicito no contexto, um sig-
nificado diferente para o simbolo.

Para um dado conjunto U e uma propriedade P, € possivel que ndo existam elementos em U satisfazendo a pro-
priedade P. Por exemplo, o conjunto

S = {x: x € um inteiro positivo.x’= 3)



O conjunto que ndo contém clementos ¢ chamado de conjunto vazio’ ¢ é denotado por:

%
Existe apenas um comjunto vazio. Isto €: se § ¢ T siio vazios, entiio § = T, ji que possuem exatamente 0s mesmos
clementos, isto é, nenhum.,

SUBCONJUNTOS

Se todo clemento de um conjunto A ¢ também um elemento de um conjunto B, diz-se que A € um subconjunto de
B. Também dizemos que A estd contido em B ou que B contém A, Essa relagio € escrita como segue:

ACBouBDA

Se A nlo € um subconjunto de B, isto €, se pelo menos um elemento de A ndo pertence a B, escrevemos A € B
ouli 2 A



Exemplo 1.2
(a) Considere os conjuntos

A={1.3,4589) B=1{1,2357) C={1,5)

Entio. CCAeCC B jique eSS, os clememos de C, 530 também elementos de A ¢ B. Mas 8 C A, uma vez
que seus elementos, por exemplo, 2 ¢ 7, ndo pertencem a A, Além disso, como os elementos de A, B ¢ C tam-
bém devem pentencer ao conjunto universo U, concluimos que U deve, pelo menos, conter o conjunto {1, 2, 3,
4.5.6.7.89).

(h) Sejam N, Z, Q ¢ R definidos como nma Segio 1.2, Entio:

NCZCQCR



As seguintes propriedades de conjuntos devem ser observadas:

(1) Todo conjunto A € um subconjunto do conjunto universo, ) gue, por definigio, todos elementos de A
pertencem U. O conjunto vazio, @, também ¢ um subconjunto de A.

(1) Todo conjunto A € um subconjunto de s1 mesmo, uma vez que, trivialmente, os elementos de A per-
tencem a A.

(111)  Se todo elemento de A pertence a um conjunto B, ¢ todo elemento de B pertence a um conjunto C, en-
30 claramente todo elemento de A pertence a C. Em outras palavras, se AC Be B C C.entiio A C C.

(iv) SeAC BeB C A, entioA e B tém os mesmos clementos, 1. ¢., A = B. Por outro lado, sc A = B, en-
30 A C Be B C A, ja que todo elemento € um subconjunto de si mesmo.

Teorema 1-1: (i) Paratodo conjunto A temos @ CAC U,
(1) Para todo conjunto A, A C A,
() SCACBeBC C.entdoACC.
(iv) A=P8sccsomenmescAC BeBCA.



SceAC B épossivel que A = B, Quando A C Bmas A # B, dizemos que A € um subconjunto priprio de B. Es.
creveremos A C B quando A € um subconjunto préprio de B. Por exemplo, suponha

A={1,3} B={123). C ={1,3.2}.

Entio, A ¢ B sdo subconjumos de C; mas A € um subconjunto proprio de C, enquanto B niio € um subconjunto pré-
prode C, jdque B = C,



DIAGRAMAS DE VENN

Um diagrama de Venn ¢ uma representacio pictdrica na qual os conjuntos sio representados por dreas delimitadas
por curvas no plano,

D

(b) A ¢ B sdo dispumtos (c)
Fia. 1-1




OPERACOES ENTRE CONJUNTOS
Esta seclo apresenta virias operagdes importanies entre conjuntos.

Unido e Intersecao

A unido de dois conjuntos A ¢ B, denotada por A U B, € o conjunto de todos elementos que pertencem a A ou a
B; isto €:

AUB={x:x€ Aoux € B}

Aqui "ou” ¢ usado no sentido de efou. A Figura |1-4(a) ¢ um diagrama de Venn no qual A U B estd sombreado,

A intersegdo de dois conjuntos A ¢ B, denotada por A M B, € o conjunto dos elementos gque pertencema A ¢ a
B:isto €,
ANB={x:x€ Aexé€ B)



A Figura 1-4(b) € um diagrama de Venn no qual A M B estd sombreado,
SeANB =0, istoé, se A e Bnio possuem elementos em comum, entiio A e B sio ditos disjunios.

| :
¢ ¢

(@) A U B estd sombreado (b) A N B estd sombreado
Fig. 1-4




Exemplo 1.4

(@) SejaA =[1,2,3.4).8={3.4,5.6,7}.C = [2.3.5.7). Ento,
AUB={1,23,4,56,7) ANBw {3,4)
AUC ={1,2,3,4,5,7} ANC = {2,3)

(b)  Suponha que M denota o conjunto de estudantes do sexo masculino de uma universidade C, ¢ F denota o con-
Junto de estudantes do sexo femining na universidade C. Entdo,

Muf=C
J4 que cada estudante de C pertence a apenas um dos conjuntos, M ou F, Por outro lado,

MNAF=@
4 que nenhum estudante pertence a ambos os conjuntos M e F.

Teorema 1-2: sioequivalentesAC B ANB=AeAUB =8,



Complementares

Lembramos que todos conjuntos considerados em cada situag@o sio subconjuntos de um conjunto umverso fixo, U,
O complemeniar absoluto, ou simplesmente complementar de um conjunio A, denotado por A®, € o conjunto dos
clementos que pertencem a U mas nio perencem a A; 1s1o €,

A ={xxelU,x¢ A}

O complementar relativo de um conjunto B em relagio a A, ou simplesmente a diferenga entre A ¢ B, denota-
do por A\B, € o conjunto dos elementos que pertencem & A mas ndo periencem a B, isto €,

A\B={x:x€EA x¢§ B)



= €

(@) A" estd sombreado (b) A\B estd sombreado

7




Exemplo 1.5 Suponhaque U= N = (1,2, 3, ...}, 0 conjunto de inleiros positivos, seja o conjunto universo. Se-
jam

A= {12341} Bw= {34,567} C={67489}
eseja k= |2, 4,68, ..}, 0s inteiros pares. Entio,

uisthE:)y FE=NIEERN::)k C'=iisdsiki.)
¢

AB=(12}, BC={345, BA={567, CE={(79).
Akm disso, E° = [1, 3,5, ... }. 0 conjunto dos inteiros impares.



Produtos Fundamentais

Considere n conjuntos distintos A, A,. ..., A_. Um produto fundamental de conjuntos € um conjunto da forma
AINAIN---NA;,

onde A pode representar A ou A; . Observamos que (1) existem 2” produtos fundamentais, (2) quaisquer dois pro-
dutos fundamentais siio disjuntos, ¢ (3) o conjunto universo I’ € a unido de todos os produtos fundamentais (Pro-
blema 1.64). Hd uma descriglo geométrica desses conjuntos que estd ilustrada na proxima pagina,



Exemplo 1.6 Considere trés conjuntos, A, B C. Estio histados a seguir os oito produtos fundamentais dos trés

COnjuntos.
P,=ANBNC, P,=ANB'NC, Pi=ANBNC. P.=ANBNC
Pg-'AﬁBﬂC' P4-.4FB‘F|(‘“ Pﬁ-l‘n’ncﬂ P.raff"fﬂ‘f‘("

Fig. 1-6



Diferenca Simétrica

A diferenca simétrica dos conjuntos A ¢ B, denotada por A @ B, consiste em todos os elementos que pertencem a A
ou a B mas ndo a ambos; 1810 €,

AeB=(AUB\(ANB)

g

A @ B estd sombreado

Fig. 1-7



Tabela 1-1 Lels da digebra de conjuntos

Leis de idempoténcia
(lay AUA=A (I6) ANA=A
Leis de associatividade
(20) (AUBILC=AU(BLC) () (ANBNC=AN{BNC)
Less de comutatividade
(3a) AUB»BUA (35 ANB=BNA
Leis de distnbutividade
(4a) AU(BNC) = (AUBIN(AUC) (46) AN(BLC)=(ANBIVU(ANC)
Lews de wdentidade
Ja) AU =4A (5b) ANU = A
(6a) ALUU=U 6b) ANT =
Leis de involugho
(M (A)Y =4
Leis dos complementares’
(§a) AUA" = U 8b) ANA =
() U'=Q (%) @ =U
Leis de DeMorgan

AUuBY = A NB°

(10b) (ANB)" = A" UB*




CONJUNTOS FINITOS, PRINCIPIO DA ENUMERACAO

Um conjunto € dito finito se contém exatamente m clementos distintos, onde m denota algum inteiro ndo negativo.
Caso contririo, o conjunto € dito infinito. Por exemplo, o conjunto vazio, @, e o conjunto de letras do alfabeto sio
conjuntos finitos, enguanto o conjunto de inteiros positivos pares, [2, 4, 6, ... ], € infinito,

A notagiio n(A) serd usada para denotar o nimero de elementos de um conjunto finito A Alguns textos usam
#A), JA] ou card(A) em vez de n(A).

Lema 1-4: sc A ¢ B sdo conpuntos finitos disjuntos, entio A U 8 € finito ¢

nAUB)=nlA)+ niB).

Teorema 1-5: sc A ¢ B sdo conjuntos finitos, entdo A U Be A N B sdo finitos ¢

nAUB)=nlA)+nB)—nlANB),



Exemplo 1.7 Considere os seguintes dados sobre 120 estudantes de
matemdtica no que diz respesto aos idiomas francés, alembo ¢ russo,

65
45
42
20
25
15

b

estudam francés,
estudam alemio,
estudam russo,

estudam francés ¢ alemio,
estudam francés ¢ rasso,
estudam alemio ¢ russo,
estudam os rés khomas,

Sejam F, A ¢ R os conjumtos de alunos que estudam francés, alemdo ¢ rus
S0, respectivamente. Queremos determinar o mimero de alunos que estu-
dam pelo menos um dos trés idiomas ¢ preencher o diagrama de Venn da
Figura 1-9 com o némero comreto de estudames em cada regido.



Partes de um Conjunto’

Para um dado conjunto S, podemos falar do conjunto de todos os subconjuntos de S, Essa classe € chamada de con-
junto das parres de § ¢ serd denotada por Partes(S). Se S € finito, entlio Partes(S ) também é. Na verdade, o nimero
de elementos de Panes(S) € 2 elevado i cardinalidade de S; isto €,

n(Partes(§)) = 2°%
(Por esta raziio, 0 conjunto das partes de § ¢ geralmente denotado por 2°,)
Exempio 1-9 Suponhaque § = {1, 2, 3|, Entdo,
Partes(S) = [, (1}. {2}, {3}, {1.2}. {1.3}). {2.3). §).
P(s)

Particoes
Seja § um conjunto nilo vazio. Uma parti¢io de S ¢ uma subdivisdo de § em conjuntos ndo vazios disjuntos. Mais
precisamente, uma partigdo de S € uma coleglo [ A, | de subconjuntos nio vazios de S tais gue:

(1} Cada a em S pertence a algum dos A,

(1) Osconjunto em { A, | sdo disjuntos dois a dois; isto €, se



Exemplo 1.10 Considere a seguinte colegiio de subconjuntos de
S={1,2,....89}:

() 1{1,3,5}, {2,6), {4,8,9)]
@) {1,3.5), {2.4.6,8}, {5.7.9})
(i) 1{1,3,5), {2.4,6,8}, {7.9}]

Enthio (i) ndo ¢ uma partigio de S, pois 7 pertence a § ¢ nilo estd em
nenhum dos subconjuntos, AMm do mais, (1) ndo € uma particho de S,
paque [1,3,5) e (5, 7,9] nio sdo dispuntos. Por outro lado, (ki) € uma

partigiio de §.

Fig. 1-11



Generalizacdo de Operagoes entre Conjuntos
As operagOes de unido e intersegdo entre dois conjuntos foram definidas acima. Tais operaches podem ser estendi-
das para um ndmero finito ou infinito de conjuntos como segue.
Considere pnmeiramente um ndmero finito de conjuntos, A, A,, ..., A_. A unido ¢ a intersegdo desses conjun-
tos €, repectivamente, denotada e definida por:
A UA U UA, = U A = {x: x €A paraalgum 4;} ¢
ANA;NNA, =MaA; = {x: x € A paratodo A,}

Seja A uma colegiio qualquer de conjuntos, A unido ¢ a interseciio de conjuntos na colecio A sio denotadas e
definidas, respectivamente, por

NA: A€ A)={x:x € Aparnalgum 4 € A} ¢
NA: A€ A= {x:x € A paratodo A € A}



Exempio 1.11 Considere os conjuntos
Ay ={1,2,3,...} =N, As = (2.3.4,...}, Ay = (3,4,5,...), Ao = {nn+l,n+2...).
A unido e a mtersecio dos conjuntos sio:
WA mEN)=N ¢ N(A:-neN)=0. .
As Leis de DeMorgan também sdo vilidas para as operagOes generalizadas definidas acima. Isto €

Teorema 1-7: seja A uma colegdo de conjuntos. Entdo:

(i) (WA AEA)) ' =N(A: A€ A,
() (N(A:A€A)) = A" A€ A).



Considere os seguintes conjunios:
g. A={l}, B={L3}, C={l1,59}) D={127345}
E=(13579), U=[12..89).
Insira 0 simbolo correto, C ou €, em cada par de conjuntos:

la) @, A ey B.C ) C.D (g) DE
(" A B (d) B E (/) C.E (hy DU



14 Mosire que A = [2, 3.4, 5] nio ¢ um subconjunto de B = {x: x € N, x € par|.

LS Mostre que A = (2, 3,4, 5] é um subconjunto pripriode C ={1. 2,3, ... 8. 9]

Os Problemas 1.6 ¢ |8 se referem ao comunto umverso U = [ 1,2, ..., 9] € a0s conjuntos

A={1.2,3.4.5)., C=1{567809). E={2.4,68)
B={4,567, D={1.3,579). F={[159)

L6 Determine:
(a) AUBeANB (¢c) AUCeANC (¢) EUEeENE
(h) BUDeBND (d) DUEeDNE (/) DUFeDNF



1.8 Determine (@) AN(BUE); (b) (A\E);
(¢) {AND)\B; (d) (BNFYU(CNE).

(@) Primeiramente compute BU E = (2,4,5,6, 7.8} . Emlio, A N(BUE) = (2.4, 5).
() AVE = {1,3,5}. Entho, (4\E) = {2,4,6,7,8,9}.

(c) ANDw»= {135} ConclualAND)B= {13}

d) BNF=[5)e CNE = {68} Portamto, (BN FIU(CNE) = (568}

1.9 Mostre que € possivel que ANB=AN Csemque 8 = C.



L10 Considere o diagrama de Venn de dois conjuntos arbitririos A ¢ B na Figura 1-1{c). Assinale 0s conjuntos:
(@) ANB*; (b) (B\A).

1.1} Determine quais dos seguintes conjuntos sio finitos:

()
(c)
(¢)
(a)
(b)
(o)
(d)
(e)

)

A = [estagies do ano | (b) B = |estados nos Estados Undos )
C = |inteiros positivos menores do que 1) (d) D = |inteiros impares )
E = [divisores inteiros positivos de 12) (1 F = {gatos gque vivem nos Estados Umidos )}

A € finito pois existem quatro estagdes no ano, Le., m(A) = 4,

8 € finito porgue existem 50 estados nos Estados Unidos, ie., n(B) = 50,

Nilo existem inteiros positivos menores do que 1: logo, C € vazo. Portanto, C ¢ finito ¢ n(C) = 0,
D ¢ infinito.

Os divisores inteiros posstivos de 12 sdo 1, 2, 3, 4, 6 ¢ 12. Portanto, £ € finito e n(E) = 6.

Embora possa ser dificil determinar o nimero de gatos que vivem nos Estados Unidos, existe um mimero finito de-
les em qualquer tempo. Portanto, F ¢ finto.



Em uma pesquisa com 60 pessoas, verificou-se que:

25  Kem a Newsweek,
26 |l&em Time,
26  léem Forrune,
9 |&em Newsweek ¢ Fortune,
1T l&em Newsweek ¢ Time,

8 I€em Time ¢ Fortune,
3 léem as trés revistas.
(@) Ache o nimero de pessoas que [éem pelo menos uma das trés revistas,
(b) Preencha, com o nimero correto de pessoas, cada uma das oito regides no diagrama de Venn na Figura 1-
16(a), onde N, T ¢ F denotam, respectivamente, o conjunto de pessoas que [éem Newsweek, Time ¢ Fortune.,
(¢) Ache 0 nimero de pessoas que léem exatamente uma revista.



