Exemplos (gradiente e derivada direcional)

Observagdo: Na derivada direcional vamos trabalhar com vetor unitdrio. Assim dado um vetor u

~ e s o . u
qualquer, se u ndo for unitdrio basta considerarmos ik

Definicao Se f'¢ uma funcio de duas varidveis x e y, entdo o gradiente de f¢é a
funcio vetorial Vf definida por

Vi y) = e fie ) = Li+ 2L

ax ay

IEETEGE] Se f(x,y) = senx + 2, entdo
Vi(x,y) = (f.. fs) = (cos x + ye”, xe™)
e V£(0,1) =(2,0) —

A JUFT Determine a derivada direcional da fungdo f (x, y) = x** — 4y no ponto
(2, —1) na direcio do vetor v = 2i + 5j.

SOLUCAD Primeiramente, vamos calcular o vetor gradiente em (2, —1):

Vix, y) =201 + (BxHy? — 4)j

VA2, —=1) = —4i + 8j

Observe que v ndo € um vetor unitirio, mas, como |v| = /29, o vetor unitdrio na dire¢do
devé
v
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Portanto, pela Equacio 9, temos

Duf(2=1) = Vi@ =1) - u = (=4i + 8j)'(é‘9” %J)

_ —4-2+8-.5 32
V29 V29

Para uma funcdo f de trés varidveis, o vetor gradiente, denotado por Vf ou grad f, ¢

Vi (x, y,2) = (fulx, ¥, 2), [(x, v, 2), fAx, ¥, 2)

ou, de modo mais abreviado,

a—fj+a—fk

V= {f.f-f) = :_j:i T Ay oz

Entdo, como para as fun¢des de duas varidveis, a Formula 12 para a derivada direcional pode
ser reescrita como

Duf(x,y,2)=Vf(x,y,2) - u




Maximizando a Derivada Direcional

@ Teorema Suponha que fseja uma funcio diferencidvel de duas ou trés variaveis.
O valor maximo da derivada direcional D, f (x) € |Vf(x)| ocorre quando u tem a mesma
direcdo do vetor gradiente Vf (x).

EXEMPLO 6

(a) Se f (x, y) = xe”, determine a taxa de variaciao de f no ponto P(2, 0) na direcdo de P a

0. 2).

(b) Em que direcdo ftem a maxima taxa de variacdo? Qual € a mdxima taxa de variacdo?

SOLUGAO
(a) Primeiro calcularemos o vetor gradiente:

Vi(x, y) = (fu i) = (e, xe’)

VF(2,0)=(1,2)

O vetor unitario na direcio @ =(—-1,52)éu= (— 2 %} logo a taxa de variacdo de f na
direcdo que vaide Pa Q €

Duf(2,0)=Vf(2,0)-u=(1,2)-(—33)

=1+ 2)=1
(b) De acordo com o Teorema 15, f aumenta mais depressa na direcdo do gradiente
Vf(2,0) = (1, 2). A taxa mixima de variagio €
V2,001 = K1,2)] =5 —
[EETZ0F] Suponha que a temperatura em um ponto (x, y, z) do espago seja dada por
T(x, v, z) = 80/(1 + x* + 2y* + 3z%), onde T é medida em graus Celsius e x, y e z em metros.

Em que direcdo no ponto (1, 1, —2) a temperatura aumenta mais rapidamente? Qual € a taxa
médxima de aumento?

SOLUCAD O gradiente de T é

JT oT JaT
VT = —i + —j + —k
ox dy dz
160x _ 320y , 480
T e— l — —
(1 + x>+ 2y* + 32%) (1 + x* + 2y + 32%)° ] (1 + x* + 2y* + 327
160

T+ x4 2%+ 32 (mxi=2yj =3k

No ponto (1, 1, —2), o vetor gradiente €
VT(1, 1, —2) = 52(—i — 2j + 6k) = 3(=i — 2j + 6Kk)

Pelo Teorema 15, a temperatura aumenta mais rapidamente na direcio do vetor gradiente
VI(1, 1, =2) = % (=i — 2j + 6k) ou, de forma equivalente, na diregio de —i — 2j + 6k ou
o vetor unitdrio (—i — 2j + 6k)/{/41. A taxa mdxima de aumento é o médulo do vetor gra-
diente

[VT(1, 1, =2)| =3[ =i — 2j + 6k| =341

Portanto, a taxa maxima de aumento da temperatura é 3 /41 = 4°C/m. [



Importancia do Vetor Gradiente

o vetor gradiente Vf (xo, yo) d4 a direcdo de um aumen-
to mais rapido de f. Da mesma forma, pelas consideracoes semelhantes a nossa discussao
pode ser mostrado que Vf (xy, yo) € perpendicular a curva de nivel

f(x, ¥) = k que passa por P. Mais uma vez, isso € intuitivamente plausivel porque os valores
de f continuam constantes a medida que movemos ao longo da curva. (Veja a Figura 11.)



