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Capitulo 42

0S PRINCiPIOS DA ANALISE COMBINATORIA

th i » g
T 1

1. INTRODUCAO
10...9...8...7...6...5...4...3... 2... 1... 0... fogo!

Voce ja percebeu 0 quanto € necessario contar em nos-
so dia-a-dia? Contamos os dias que faltam para as férias,
as paginas de um livro, os habitantes de uma regiao, etc.

Ha, entretanto, algumas quantidades que gostariamos
de contar, mas nos deparamos com certas dificuldades.
Quantas placas de automovel podem ser confeccionadas
com as 26 letras e os dez algarismos disponiveis? Quan-
tos ndmeros de telefone podem ser formados? Quantas
pessoas assistiram ao show de rock na praca?

Esses e muitos outros problemas nds vamos estudar
agora, na analise combinatoria, cuja principal finalidade
€ estabelecer métodos de contagem.

2. PRINCIPIO FUNDAMENTAL DE
CONTAGEM

Consideremos o seguinte problema: lancando simulta-
neamente um dado e uma moeda, quantos sdo 0s possi-
vels resultados?

Para efetuar a contagem, vamos apresentar oS possi-
vels resultados no dado, 1, 2, 3, 4, 5 € 6, € 0s possiveis re-
sultados na moeda, C (cara) e K (coroa), conforme dispo-
SICA0 a seguir:

Moeda

Dado G k

h &~ W 19—

6

Vamos agora construir a matriz formada por todos os
pares (x, y), onde x € um dos resultados no dado e y € um
dos resultados na moeda:

Note que a tabela assim construida apresenta todos 0s
possiveis resultados do experimento. Assim, 0 nimero de
elementos dessa matriz € igual ao nimero de resultados
possivels do experimento. Como a matriz possul seis li-
nhas por duas colunas, temos que o niimero de elementos
que a compoem é:

6 . 2 =12
Numero de Numero de
resultados resultados

possiveis no dado

possiveis na moeda

Consideremos, agora, um outro problema: lancando-
se um dado, uma moeda e retirando-se uma etiqueta de
uma urna que contém quatro etiquetas de cores diferen-
tes, azul (A), vermelha (V), preta (P) e branca (B), quan-
tos sao os possivels resultados?

Observe que temos um experimento composto de trés
experimentos: lancar o dado, lancar a moeda e retirar uma
etiqueta da urna. Sera possivel construir a matriz das pos-
sibilidades, isto €, a tabela formada por todos 0s possiveis
resultados?

E perfeitamente possivel, bastando para isso associar-
mos 08 dois primeiros experimentos e apresentarmaos os
resultados conforme disposicdo a seguir:

Etiqueta

Dado A v P B

e moeda
1, C (1,C,A) (1,C,V) (1,C.P) (1,C.B)]
I, K (I, K,A) (I,K,V) (1.K.P) (1,K, B)
o M (2. €. A)Y 2, C V) (2,C, P) (2,C.B)
2, K (2, K,A) (2,K.V) (2,K.P) (2,K.B)
3.C (3. C.4) (3.C.¥) (3,C,P) (3,C,B)
3, K (3, K;4) (3, K, V) (3, K, P) (3.K,B)
4, C (4, C,A) (4.C,V) (4,C.P) (4,C.B)
4, K (4,K,A) (4, K,V) (4,K.P) (4,K,.B)
A, i (53,C,A) (5,C,V) (5.C.P) (5,C,B)
5.K (5,K,A) (5.K,V) (5,K.P) (5,K,.B)
6, C (6,C,A) (6,C.V) (6,C,P) (6,C,B)
6, K _(6, K,A) (6,K,V) (6,K,P) (6K, B'j_

Moeda
m C K

| (,C)  (1,K)
2 2,67 (2.5
3 (3,C)  (3,K)
4 (4,C)  (4,K)
5 (5,C)  (5,K)
6 (6,0)  (6,K)
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Como a matriz formada por todos os resultados possiveis
(face no dado, face na moeda, cor da etiqueta) apresenta
doze linhas por quatro colunas, temos que 0 nimero possi-
vel de resultados do experimento € 12 + 4 = 48, ou seja:

6 . 2 . 4 = 48
Numero de Numero de Niimero de
resultados resultados possiveis resultados

possiveis no dado na moeda possiveis na urna



Tendo como motivagdo os dois exemplos anteriores,
vamos enunciar o seguinte principio, conhecido por prin-
cipio fundamental de contagem:

Se um experimento A apresenta n resultados dis-

tintos e um experimento B apresenta & resultados dis-
tintos, entao o experimento composto de A € B, nessa
ordem, apresenta nk resultados distintos.

Esse principio pode ser generalizado para mais de dois
experimentos, da seguinte maneira:

Se os experimentos A,, A,, A, ..

., A; apresentam

como nimeros de resultados posSiVels 71, 1ty, fs, ..., M.
respectivamente, entdo o experimento composto de
A, A, A, ..., A, nessa ordem, apresenta

m

R.1

R2

R.3

' EXERCICIOS RESOLVIDOS

Uma montadora de automdveis apresenta um carro em
quatro modelos diferentes e em cinco cores diferentes.
Um consumidor que quiser adquirir esse vefculo tera
quantas opgoes de escolha?

Resolucdo
Consideremos o seguinte diagrama:

Modelo Cor

Para a primeira “casa”, temos quatro possibilidades de
escolha e, para a segunda, cinco possibilidades:

Modelo Cor
Os niameros de ; v =N = 7
4 5

possibilidades —

Pelo principio fundamental de contagem, o consumidor
terd 4 - 5 = 20 opgodes de escolha.

Quantos numeros naturais de trés algarismos podem ser
formados com os algarismos 1,2, 6,8 e 9?

Resolucdo
Devemos preencher com um algarismo cada uma das ca-
sas do diagrama:

Centenas | Dezenas | Unidades

O numero de possibilidades para cada casa € cinco:

Os niameros de < 3 e e
possibilidades — S 3 S

Assim, estamos realizando o seguinte experimento: pre-
encher a primeira casa, preencher a segunda casa € pre-
encher a terceira casa. Pelo principio fundamental de

contagem, temos que o total de numeros que podem ser
formados é5 -5 -5 = 125.

Quantos niimeros naturais de trés algarismos distintos
podem ser formados com os algarismos 1. 2, 6, 8 e 97

R.4

Resolucdao
Devemos preencher, sem repetir algarismos, cada uma
das casas do diagrama:

Centenas

Unidades

Dezenas

O numero de possibilidades para a primeira casa € cinco:

TN

5

O nimero de possibilidades para a segunda casa € qua-
tro, pois um algarismo ja foi usado para preencher a pri-
meira casa € nao pode ser repetido na segunda casa:

3 -
O nimero de possibilidades para a dltima casa € trés,
pois os dois algarismos que ja foram usados nas casas
anteriores ndao podem ser repetidos:

5 <t 3
Pelo principio fundamental de contagem, temos que o
total de nimeros que podem ser formados é:

5.4+3=060

Quantos niimeros naturais de trés algarismos distintos
podem ser formados com os algarismos 0, 1, 2, 6 e 87

Resolucao

Observe que o algarismo 0 (zero) ndo pode ocupar a casa
das centenas no diagrama abaixo. caso contrario o nime-
ro nao teria trés algarismos:

Centenas Dezenas Unidades

Assim sendo, o niimero de possibilidades para a primeira
casa € quatro, porgue excluimos o zero:

- oy s

4

O nimero de possibilidades para a segunda casa € qua-
tro, porque 0 algarismo zero pode ocupar essa casa:

- <

Jo
B
s

Pelo principio fundamental de contagem, temos que o
total de numeros que podem ser formados é€:

4+ 4-3=48

Quantos divisores naturais possui o numero 727

Resolucao

Temos que 72 = 23 + 32, Os divisores de 72 sdo do tipo
27+ 3% ondex € {0,1,2,3}ey &€ {0, 1, 2}. Assim, o
total de divisores de 72 € igual ao nimero de pares
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R.6

. .'-.
B.1

B.2

ordenados (x, y) que podem ser formados de modo que
x€({0,1,2,3}ey € {0, 1,2}. Pelo principio fundamen-
tal de contagem, temos:

(x, y)
(s numeros de & ll
possibilidades ___<—» 4.3 = ]2

Logo, o nimero 72 possui doze divisores naturais.

Quantos subconjuntos possui o conjuntoA = {a, b,¢c,d}?
Resolucdo

Vejamos de quantas maneiras diferentes podemos for-
mar um subconjunto S de A.

Para cada elemento de A temos duas possibilidades: ou o
elemento pertence a § ou nio pertence a S. Isto é:

a b C d
/ au\ Au\ / ﬁu\ / nu\
ES &8 ES &35 ES &3S ES &S5

Assim, o nimero de subconjuntos de A pode ser calcula-

do pelo principio fundamental de contagem:

a b c d
. 2 .

2+ 2=2=16

Os nimeros de
possibilidades —= 2

Logo, o conjunto A possui dezesseis subconjuntos.

J Ty Nl " ’ 11'. T ?‘l"'."l:|"-'l'lll--' o i R
Ex RCI CI 05 B 5 I COS e e e i e
E S TIRBBA L s 5 S o e

(Enem) Uma pessoa arrumou bolinhas de 1 cm de dia-
metro em camadas superpostas iguais em uma caixa cu-
bica de 10 cm de aresta, tendo assim empregado:

a) 100 bolinhas. d) 2.000 bolinhas.

b) 300 bolinhas. e) 10.000 bolinhas.

c) 1.000 bolinhas.

Duas linhas de 6nibus vao de uma cidade A para uma ci-
dade B e trés linhas vao da cidade B para outra cidade C.
De guantos modos diferentes um usuario dessas linhas
pode ir de A para C, passando por B?

..--"'" _'__-___-‘_H‘"“'-..,-f”; —_h-ﬁ-'“"*
A

a
___,a-"B e __,f*"c

Sugestao. Esse experimento é composto de dois outros:
1%, de A para B; 2°, de B para C. Represente por um gua-
drinho cada um desses dois experimentos:

I 9 251
experimento | experimento
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Contagem dos gl6bulos vermelhos
do sangue

Um exame muito freqliente em laboratérios clini-

COs € a contagem de glébulos vermelhos do sangue.
Um homem adulto sadic tem de 4.500.000 a
6.000.000 dessas células em cada mm? de sandue,
e uma mulher tem de 4.000.000 a 5.400.000.

Modernos aparelhos eletrénicos fazem a conta-

aem dos globulos vermelhos em uma amostra de
sangue, Essa contagem também pode ser feita atra-
veés de um microscopio, conforme o processo des-
crito a sequir.

O sangue é diluido em uma proporcao conhecida,

reduzindo muito o namero de células por mm?, e co-
locado num pequeno recipiente de vidro sob a forma
de um paralelepipedo com fundo guadriculado. Em
alguns quadradinhos desse quadriculado conta-se a
quantidade de globulos vermelhos, calculando-se, a
‘sequir, o numero meédio de globulos por quadradi-
nho. Através da proporcao de diluicdo obtém-se o
ndmero de glébulos vermelhos por mmg.

B.3

B.4

(Cesgranrio) Durante um campeonato mundial de fute-
bol, disputado por 24 paises, as tampinhas de Coca-Cola
traziam palpites sobre os paises que se classificariam nos
trés primeiros lugares (por exemplo: 1 lugar, Brasil;
2® lugar, Nigeria; 3° lugar, Holanda). Se, em cada tampi-
nha, os trés paises sdo distintos, quantas tampinhas dife-
rentes poderiam existir?

a) 69 b) 2.024 c) 9.562 d) 12.144

(UFES) Um shopping center possui 4 portas de entrada
para o andar térreo, 5 escadas rolantes ligando o térreo ao
primeiro pavimento e 3 elevadores que conduzem do
primeiro para o segundo pavimento. De quantas maneiras
diferentes uma pessoa, partindo de fora do shopping
center pode atingir o segundo pavimento usando os aces-
sos mencionados?

a) 12 b) 17 c) 19 d) 23 e) 60



B.5 (Faap-SP) Uma linha ferrovidria tem 16 estacoes. Quan-
tos tipos de bilhetes devem ser impressos, se cada bilhete
deve registrar a estacdo de origem e a de destino?

a) 240
b) 256
c) 64

d) 272
e) 128

CIE

B.6 Quantos nimeros naturais de quatro algarismos podem
ser formados com os algarismos 3,4, 5,6, 7, 8e 9?

B.7 Quantos nimeros naturais de quatro algarismos distintos
podem ser formados com 0s algarismos 3,4, 5,6,7,8¢e9?

B.8 Quantos niimeros naturais de cinco algarismos distin-
tos podem ser formados com os algarismos 0, 3, 4, 5, 6,
7.8e9?

B.9 (UFBA) Com os digitos 1, 2, 3, 4, 6 e 8, podem-se for-

mar x numeros impares, com trés algarismos distintos
cada um. Determine x.

B.10 Qual o nimero de divisores naturais den = 2%« 33 « 57

 Exercicios complementares de C.1a C.10

3. PRINCIPIO ADITIVO DE CONTAGEM

Teorema

Sendo A e B conjuntos finitos, o niimero de ele-
mentos da umdo de A e B € dado por:

n(AUB) = n(A) + n(B) — n(ANB)

em que o simbolo n( ) representa o nimero de ele-
mentos do conjunto indicado entre parénteses.

Vamos interpretar esse teorema através do seguinte
diagrama:
A B

Para contar os elementos de A U B, vamos inicialmente
contar os elementos de A:

A regiao hachurada representa os elementos que ja foram
contados.
Agora, vamos contar os elementos de B:

Note que os elementos da interseccdao foram contados
duas vezes. Para corrigir esse “erro” devemos subtrair
dessa contagem o numero de elementos da interseccio
A N B, isto é:

n(A U B) = n(A) + n(B) — n(A N B)
Nota

Se os conjuntos A e B forem disjuntos. isto €,
ANB=@:

entao:

¥ EXERCICIOS RESOLVIDOS

R.7 O professor de portugués pediu que os alunos de uma
classe lessem pelo menos uma das obras, Dom Casmir-
ro ou Q alienista, de Machado de Assis. Apos algum
tempo o professor constatou que:

1%) cada aluno havia lido pelo menos uma das obras;
22) 22 alunos leram Dom Casmurro:

32) 18 alunos, O alienista;

42) 10 alunos, as duas obras.

Quantos alunos ha nessa classe?

Joaquim Maria
Machado de Assis
(1839-1908).

Resolucao

Sendo:

* A o conjunto dos alunos que leram Dom Casmurro,
tem-se que n(A) = 22;

* B o conjunto dos alunos que leram O alienista, tem-se
que n(B) = 18;

* A M B o conjunto dos alunos que leram Dom Casmur-
ro e O alienista, tem-se que n(A N B) = 10.

O conjunto A U B é definido por

AUB = {I|IE§AI]*EIEB
A .

O numero de alunos que leram Dom Casmurre ou
O alienista € dado por:

n(A U B) = n(A) + n(B) — n(A N B)
Jonm(AUB)=22+4+ 18 — 10 =30

[.ogo, a classe € formada por 30 alunos.
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R.8 Durante um exame médico, foram medidas as estaturas

R.9

dos alunos de uma classe. Observou-se que dezenove
alunos tém estatura até 1,70 m e dez alunos tém estatura
maior do que 1,70 m. Quantos alunos havia na classe?

Resolucao

Sejam:

* A 0 conjunto dos alunos de até 1,70 m de estatura:

* B o conjunto dos alunos com mais de 1,70 m de estatura.
Note que A e B sdo disjuntos, isto é,A N B = @,

O namero de alunos da classe € o nimero de elementos
do conjunto A U B. Como A e B sdo disjuntos, temos:

mAUB) =n(A) +nB) ...n(AUB)=19+ 10 =29
Logo, na classe havia 29 alunos.

Quantos numeros naturais de quatro ou cinco algarismos

distintos podem ser formados com os algarismos 1, 2, 3
4,52 67

2

Resoluc¢dao

Seja A o conjunto dos ndmeros naturais de quatro alga-
rismos distintos formados por 1, 2, 3, 4, 5 ¢ 6. Calculan-
do n(A):

\_Y_J'\__‘v I ¥ HE e ¥ |
nA)= 6 - 5 - 4 - 3

.

"L n(A) = 360

Seja B o conjunto dos ndmeros naturais de cinco alga-
rismos distintos formados por 1, 2, 3, 4,5 e 6. Calcu-
lando n(B):

N A0 F
- - b R

nB)= 6 - 5
Con(B) =720

£ 4
Ll
b

O problema pede o nimero de elementos que pertencem
a AouaB,isto € n(A U B). Como A e B sdo disjuntos,

(emos:
A U B) = n(A) + n(B)

. n(A U B) = 360 + 720 = 1.080

Assim, podem ser formados 1.080 niimeros.

B.12

B.13

B.14

B.15

B.16

B.17

B.18

B.19

) EXERCICIOS BASICOS

Sendo A = {x EIN| 200 = x <450} e
B = [y EIN| 100 <y < 300}, calcule n(A U B).

(Mackenzie-SP) Os conjuntos M e N sao finitos. Sabe-se
que n(M U N) = 38, n(M N N) = 12 e n(M) = 35; entdo
n(N) vale:
a) 23 b) 15 c) 3

d) 26 e) 0

A e B sdo conjuntos disjuntos tais que n(A U B) = 25 ¢
n(A) = 10. Calcule n(B).

Quantos nimeros naturais de quatro algarismos distintos
podem ser formados com os algarismos 2, 3,4, 5,6e 7
de modo que o0 algarismo das unidades seja menor que 4
ou maior que 57

Com os algarismos 1, 2, 3, 4, 5 e 6, quantos ndmeros na-
turais de trés algarismos podem ser formados de modo
que o algarismo das centenas seja impar ou seja multiplo
de 37 Cuidado! Esse enunciado nao exige que o niimero
seja formado por algarismos distintos.

(U. Gama Filho-RJ) Com os algarismos 0, 1,2,3,4 e 5,
quantos multiplos positivos de 5, compostos de trés alga-
rismos distintos, podemos formar?
a) 32 ~b) 36 c) 40 d) 60 g) 72
Com os algarismos 0, 1, 2, 3,4 e 5, quantos muiltiplos posi-

tivos de 5. compostos de trés algarismos, podemos formar?

Encontre o total de nimeros naturais pares, de quatro al-

garismos distintos, que podem ser formados com os al-
garismos 0, 1, 2, 3,4, 5 e 6.

Obtenha a quantidade de nliimeros naturais maiores que
34.000 e de cinco algarismos distintos que podem ser
formados com os algarismos 1, 2. 3. 4,5 ¢ 6.

 Exercicios complementares de C.11a C.17

Bilhoes e bilhoes

Quanto valem 1 bilhao ou 1 trilhdo, em dolares ou quilémetros? A resposta é mals vaga do que pode parecer.

Se 0s numeros que estao Inseridos na experiéncla cotidiana mensuram alguns padroes — a duracdo do ano, o preco
de um livro, o custo de um carro —, os grandes nlmeros 530 endanosos. Que extensao sio os 150 milhdes de
quildmetros que separam a Terra do Sol? E os 5 bilhdes até Plutdo, ou os 41 trilhdes para a estrela mais Droxima,
o sistema triplo da Alfa do Centauro? Sao respastas bem distantes do senso comum.

(-.)

Jogar com a sutileza dos nameros € uma provocacao que ¢ astronomo norte-americano Carl Sagan — morto de

cancer em dezembro de 1996 — faz em seu Ultimo livro Bilhoes e bilhbes — Reflexdes sobre a vida e a morte na
virada do milénio. A brincadeira & avaliar quanto tempo se leva para contar, por exemplo, de 0 a 1 milhao, a razao
de um namero por segundo. A resposta: 12 dias ininterruptos. E para se chedar a 1 bilhdo? 32 anos. E a 1 trilhao?
52 mil anos. Quem quiser pode fazer calculos envolvendo a populacéo brasileira (160 milhdes no ano de 1998), a
divida externa brasileira (US9 150 bilhoes no ano de 1998) e os gastos militares internacionais (US$ 1 trilhdo).

(&)

Carl Sagan deixa inacabado o seu dltimo trabalho, O Estado de S. Paulo, 4 jul. 1998.

Para ler o texto na integra consulte o site Estad@o na escela (www.estadao-escola.com.br),
clicando em “Pesquisa”, “Temas transversais” e “Cultura” com as palavras-chaves “Sagan” e “bilhdes”.
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C.1

C.2

C3
Cd

CS

C.6

C.7

C.3

9

C.10

C.11

C.12

/' EXERCICIOS COMPLEMENTARES

(UFCE) Atualmente,
as placas dos veicu-
los siio formadas por
trés letras seguidas
de quatro algaris-

. ¥ saopauo” -
£ 1 3 Y €) £)

mos. Considerando essas informacoes, calcule o nimero
de placas distintas que podem ser fabricadas, iniciadas
pelas letras BNP, nesta ordem, e cujo ultimo algarismo
seja impar.

(Vunesp) Os jornais noticiaram que, a partir de 1990, o
codigo de placas dos automoveis particulares seria consti-
tuido por trés letras seguidas de quatro algarismos, admi-
tindo-se repeticoes. Usando-se 26 letras e dez algarismos,
o maior numero possivel de placas desse tipo em que figu-
ram pelo menos uma letra R e pelo menos uma letra C &:
a) 32 - 35 - 1(¢# d)325-24-23 - 10¢
b) 32 - 26 « 10° e)41-6- 10°

¢) 326 104

Quantos subconjuntos tem o conjunto A = {a, b,c.d, e}?

Quantos nimeros naturais maiores do que 400 e de trés

algarismos podem ser formados com os algarismos 1, 2,
4 5e6?

Quantos numeros naturais maiores do que 400 e de trés
algarismos distintos podem ser formados com os algaris-
mos 1,2,4,5e6?

(UFRN) Quantos mimeros de 7 digitos, maiores que
6.000.000, podem ser formados com o0s algarismos
0, 1,3,4,6,7e9, sem repeti-los?
a) 1.800 ¢) 5.400
b) 720 d) 5.040

e) 2.160

(Fuvest-SP) Quantos sdo os niimeros inteiros positivos
de cinco algarismos que nao t€m algarismos iguais em
posicoes adjacentes?
a) 5° b) 9 X 8¢ ¢) 8 X 9*

d) 8 e) 9

Quatro linhas de 6nibus unem a cidade A a cidade B e
trés linhas unem a cidade B a cidade C. Um usudrio vai
viajar de A para C passando por B e vai voltar para A,
passando novamente por B. De quantos modos diferen-
tes esse usuario podera escolher as linhas, se na volta ele
ndo puder usar a linha que usou na ida?

(UFPE) Uma prova de matematica € constituida de
16 questoes do tipo multipla escolha, tendo cada questio
5 alternativas, das guais deve ser assinalada como res-
posta apenas uma. Respondendo ao acaso todas as ques-
toes. o niimero de maneiras diferentes que se pode pre-

encher o cartdao de resposta é:
a) 80 b) 16° c)'522 d) 16!

(Fuvest-SP) Sendo A = {2,3.5,6,9, 13} e

B={da"|a€A,b EAea# b}. O nimero de elementos
de B que s30 numeros pares é:
a) 5 b) 8 ¢) 10

e) 5'¢

d) 12 e) 13

Qual € o total de nameros pares ou miiltiplos de 5, com
trés algarismos distintos, que podem ser formados com
os algarismos 0, 1,2,3,4,5,6¢ 77

(UFBA) Para abrir um cofre eletrénico deve-se digitar uma
seqiiencia formada por quatro algarismos distintos, sendo
que o primeiro € o triplo do segundo. Uma pessoa que des-
conhece essa sequéncia pretende abrir o cofre. O maior ni-
mero possivel de seqiiéncias que ela deve digitar é:

a) 170 b) 240 c) 180 d) 280 e) 168

LUIZ ANTONIO

C.13

C.14

C.15

C.16

C.17

(FGV-SP) Uma pessoa vai retirar dinheiro num caixa
eletrénico de um banco mas, na hora de digitar a senha,
esquece-se do nimero. Ela lembra que o niimero tem 3
algarismos, comeca com 6, ndo tem algarismos repetidos
e tem o algarismo 7 em alguma posi¢cdo. O nimero méd-
x1imo de tentativas para acertar a senha é:
a) 1.680 c) 720

b) 1.344 d) 224

e) 136

(UFCE) A quantidade de nimeros inteiros compreendi-
dos entre 30.000 e 65.000 que podemos formar utilizan-
do somente os algarismos 2, 3. 4, 6 e 7. de modo gue néo
figurem algarismos repetidos, é:

a) 48  b) 66 c) 96 d) 120

Escrevendo em ordem crescenie todos 0s niimeros natu-
rais, de cinco algarismos distintos, formados por 1, 2, 3, 4
e 3, qual a ordem (ntimero da posicio) do niimero 32.4157

(Enem) Imagine uma eleicao envolvendo 3 candidatos
A, B, C e 33 eleitores (votantes). Cada eleitor vota fazen-
do uma ordenacao dos trés candidatos. Os resultados sio
os seguintes:

Ordenacao . N° de votantes
ABC 10
ACB 04
BAC 02
BCA 07
CAB 03
CBA 07

Total de votantes 33

A primeira linha do quadro descreve que 10 eleitores es-
colheram A em 1° lugar, B em 2° lugar, C em 3° lugar e
assim por diante.

Considere o sistema de eleicdo no qual cada candidato
ganha 3 pontos quando € escolhido em 1° lugar, 2 pontos
quando € escolhido em 2° lugar e 1 ponto se € escolhido
em 3% lugar. O candidato que acumular mais pontos &
eleito. Nesse caso:

a) A € eleito com 66 pontos.

b) A € eleito com 68 pontos.

c¢) B € eleito com 68 pontos.

d) B € eleito com 70 pontos.

e) C ¢ eleito com 68 pontos.

(Enem) Vinte anos depois da formatura, cinco colegas de
turma decidem organizar uma confraternizacio. Para mar-
car o dia e o local da confraternizacio, precisam comu-
nicar-se por telefone. Cada um conhece o telefone de al-
guns colegas e desconhece o de outros. No quadro abaixo,
o numero 1 indica que o colega da linha correspondente
conhece o telefone do colega da coluna correspondente;
o nimero () indica que o colega da linha nao conhece o te-
lefone do colega da coluna. Exemplo: Beto sabe o telefone
do Dino que nao conhece o telefone do Aldo.

Aldo Beto Carlos Dino Enio

) -éa_r-l__ﬂs__l

| !J_iinu

Enio

O nimero minimo de telefonemas que Aldo deve fazer
para se comunicar com Carlos é:
a) 1 b) 2 c) 3

d) 4 e) S
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1. ARRANJO SIMPLES

Com os elementos do conjunto I = {a, b, ¢, d }, forme-
mos todas as seqiiéncias possiveis de trés elementos

Capitulo 43
CLASSIFICACAO DOS AGRUPAMENTOS E

distintos:
(a,b,c) (a,b,d) (a,c,d) (b,c,d)
(a,c,b) (a,d.b) (a,d,c) (b,d,c)
(b,a,c) (b,a,d) (c,a,d) (¢, b,d)
(b,c,a) ((b,d,a) (c,d,a) (c,d,b)
(c,a,b) (d,a,b) (d,a,c) d,c,b)
(c,b,a) (d,b,a) (d,c,a) (d,b,c)

METODOS DE CONTAGEM

Tais seqii€ncias sao chamadas de “arranjos simples dos
quatro elementos de / tomados trés a trés”. Isto é, um ar-
ranjo simples de trés elementos de / € qualquer seqiiéncia
formada por trés elementos distintos de I. Observe que
dois arranjos simples quaisquer se diferenciam ou pela
ordem dos elementos ou pela natureza dos elementos
que os compoem. Por exemplo:

* (a,b,c) # (b, c,a) (diferem pela ordem dos elementos)
* (a.b,c) # (a, b, d) (diferem pela natureza dos elementos)

O nimero de arranjos simples de quatro elementos
distintos tomados trés a trés € indicado pelo simbolo A, ;
e pode ser calculado pelo principio fundamental de con-
tagem. Devemos distribuir os quatro elementos do con-
junto / em trés casas, sem repeticéo:

1? elemento | 22 elemento | 32 elemento

L N i L™ -
b "

A413 —— 4 - 3 - 2
Ay =24

Definicido

Seja I = {ay, a,, a;, ..., a,} um conjunto formado
por 7 elementos e seja p um niimero natural nao-nulo
tal que p < n. Chama-se arranjo simples de p ele-
mentos de / toda seqiiéncia formada por p elementos
de [ distintos.

Exemplo

Os arranjos simples dos elementos do conjunto
I =1{5,6,7, 8} tomados dois a dois so:

(3. 6) (3, 8) (6, 8)
(6, 5) (8,3) (8, 6)
(5, 7) (6, 7) (7, 8)
(7,3) (7, 6) (8,7)

O ndmero de arranjos simples de quatro elementos
tomados dois a dois € indicado por A, , e pode ser calcu-
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lado pelo principio fundamental de contagem. Devemos
distribuir os quatro elementos de / em duas casas, sem
repeticao:

12 elemento 22 elemento

T s

A,:i*g — 4 Y 3 I A4‘1 — 12

Cdlculo do nUmero de arranjos
simples de n elemenios distintos
tomados pa p

Sejal = {a,, a5, as; ..., a,} um conjunto formado por n
elementos e seja p um nimero natural ndo-nulo, p < n. O
numero de arranjos simples dos n elementos de / tomados
p ap, isto €, A, , pode ser calculado pelo principio
fundamental de contagem:

2 22 38 49 p*
elemento | elemento | elemento | elemento elemento
Os nmiimeros n n—1 n—2 B3 n—(p—1)
de
possibilidades

Assim, temos que:

Ap,=nn—1)n—-2)(n—3) .. [n—(p—1)] ou
A p=nn—Dn—2)n—=3) ..-(n—p+1)

Daqui por diante, podemos utilizar essa formula para o
calculo de A, ; porém, se vocé preferir aplicar o principio
fundamental em vez da formula, achamos até melhor.

R.1  Calcular Ag 4

Resolucdao
A, =6-54-3 =360

R.2 Para que valores naturais de n existe o niimero A, ,?

Resolucao

O simbolo A, ; indica o nimero de seqiiéncias de trés
elementos distintos escolhidos dentre n elementos.
Logo, o menor n natural possivel € 3; se n fosse menor
que 3, ndo poderfamos formar uma seqiiéncia com trés
elementos distintos. Logo, n € N, n = 3.



B3

Bd

B.5

B.6

B.7

B.3

B9

¥ EXERCICIOS BASICOS Mo

Descreva todos os arranjos simples dos elementos do
conjunto I = {a, b, ¢, d } tomados dois a dois.

Apresente todos os arranjos simples dos elementos do
conjunto I = {2, 4, 6, 8} tomados trés a trés.

Dentre os agrupamentos seguintes, quais sao arranjos
simples?
a) Com os elementos do conjunto:

[ = [112131415161738}!

formam-se agrupamentos, sendo que cada agrupa-
mento representa um subconjunto de I com trés ele-
mentos.

b) Com os elementos do conjunto:

1=11,2,3,4,5,6,7, 8}

formam-se agrupamentos, sendo que cada agrupa-
mento representa uma seqiiéncia formada por trés
elementos distintos de 1.

c) Com os pontos A, B, C, D e E da figura

formam-se agrupamentos, sendo que cada agrupa-
mento determina um tridngulo.

d) Com as letras da palavra “caderno”, formam-se agru-
pamentos de modo que cada agrupamento € um
anagrama dessa palavra.

Nota

Chama-se anagrama de uma palavra a prépria pala-
vra ou qualquer outra que se obtém trocando-se a
ordem de suas letras. Alguns anagramas da palavra
CADERNO siao: CADERNO, DECARNO, NODE-
CAR, etc.

Calcule:

a) Aﬂ. 3 h) A5,4 ﬂ) Aﬁ. 6
Determine o valor de;

a) Ay » D) As 3 C) Ay,

Para que valores naturais de n existesa expressao A, (7

Obtenha valores naturais de n de modo que exista a

Au.i
A, .

expressao

Sendo n um namero natural e n = 4, calcule o valor da

expressao £ =

Num featro, uma fila possui exatamente vinte cadeiras
numeradas. O nimero de maneiras distintas de dez pes-
soas se sentarem nessa fila é:
a) Axg 20 C) Az, 10
b) Ay 10 d) Ay, 20

E)Al[},l

B.10 Dez atletas participam de uma corrida de atletismo.
Serao premiados apenas os trés primeiros colocados, néo
podendo haver empate. O niumero de maneiras de serem
distribuidos os prémios &:

a) Ay, 3 c) Aj 1
b) Ay, 10 d) A; 19

e) A:a [

B.11 A quantidade de nimeros naturais de cinco algarismos
distintos formados pelos algarismos do conjunto
I=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9} é:
a) Ag g C) As s
b)As, d) A

e) Ay 5

Fatorial

Certos calculos da andlise combinatoria sdo tediosos e
desanimadores, como, por exemplo:

App=12+11-10+9-8+7:6+5-4-3-2-1

Para facilitar as operagOes com expressoes desse tipo,
adotamos o simbolo n! (1€-se “fatorial de n™) para indicar
o produto dos niimeros naturais consecutivos n, (7 — 1),
(n—2), ..., 1, comn = 2. Assim, temos:

1I20=1211>10-9- 8765432+ 1

Essa nova notacdo nos auxilia em problemas que
envolvem calculos trabalhosos, permitindo-nos apre-
sentar resolucoes de maneira abreviada.

Definicao

Seja n um numero natural, n = 2. Define-se o
fatorial de n, que indicamos por n!, como o produto
dos nimeros naturais consecutivos:

n(n—1)),m—2),..,1, isto é:
n'=nln—1)n— 2) - sl

Exemplos

)21 =2+1=2

c)4!=4-3-2-1=24
b)3!=3-2-1=6 g

d)S=54-3-2+-1=120

Propriedade fundamental dos fatoriais

Observando a igualdade 7! =7 +6+5+4+-3 -2 - 1,
percebemos que 7! = 7 + 6!.
Podemos generalizar esse resultado através da seguinte
propriedade:
nl = n(n—1)! paran€IN,n=3

Essa propriedade € conhecida como propriedade funda-
mental dos fatoriais.

Exemplos
a)9l'=9 - 8l ¢) 10 =10-9 - 8!
b) 10! = 10 - 91 d)10!=10-9-8- 7!

257

“

L
-
<
2
—
oo
<
eo
O
(=
o
i
<
e
‘O
=
<
<
£A
>
O
O
Ll
2
-
<
Z
<




@0
L
-
<
2
z
=

Extensao da definicdo de fatorial

Para que nio tenhamos excecdes nas aplicagoes de for-
mulas que vamos estudar mais adiante, € conveniente de-
finirmos 1! e 0!.

Vimos que a propriedade:

nl=nn—1)

¢ vdlida paratodon,n € Nen = 3. E se fizermos n = 2?
Vejamos o que acontece:

2! =212 - 1! ..2!1=2-1!
Je2Z =211 7.1 =1l

Assim sendo. para que a propriedade fundamental valha
também para n = 2, definimos:
11=1
Vamos ousar um pouco mais e atribuir o valor 1 para
a variavel n na igualdade n! = n(n — 1)!:
It=1({1—-1)! -.1t=1-0! .1 =0!

Assim sendo, para estendermos a propriedade fundamen-
tal para n = 1, definimos:

0! =1
Com essas duas novas definicdes, 1! = 1 e 0! = 1,
temos que:
n!l = nn—1) Va ne&IN*
| !
4" EXERCICIOS RESOLYVIDOS
R3 Calcular: A
a) 6! b)3t+2t  0) = d) 1! + 0!
Resolucdo '
a)el=6+54-3-2-1=720
b)3! +21=3:2-14+2-1=6+2=28
41  4-3-2-1
E:} E—' = 1 24
d)l+0l=1+1=2
R.4 Simplificar as fracdes:
. 8! 8! . 3 71+ 9!
2 = ®) 1 ©) i T
Resolucio
8! _ 8 H _
Doy ~ @ 8
81 8.7 .61
b) e o = 56
3! 31 o
c:] —— = ————
5! 543" 20
7091 7-6:51-9-81
Vs T srsr
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F | S (n+ 1)! _
R.5 Resolver a equacao =1 20.
Resolucao
(m+1)F (n =+ Dnp==11" _
=Dl = w2

St n=20=0 .. n=4o1un=—=5

Verificacdo

Lembramos que so se define fatorial para niimero natu-
ral. Assim sendo, devemos verificar se, para esses valo-
res de n, existem os fatoriais apresentados na equacio.

; I | !
Paran = 4, temos Ej i i;' =20 = % = 20; logo,
4 € raiz da equacao.
Para n = —35, temos:
(=5=4-1)! (—4)! |
= = =2 !
(=5 =1)] 20 (—6)! 0 (Absurdo!)

Como ndo existem os fatoriais (—4)! e (—6)!, temos que
—3 ndo € raiz da equacaio,
Logo, S = {4}.

Calculo do nimero de arranjos simples
através de fatoriais

Vimos que o niimero de arranjos simples de 7 elemen-
tos tomados p a p € dado por:

A, =nn— Dn—2) ... @—p+ 1)

Com o auxilio dos fatoriais podemos apresentar essa
formula de uma maneira mais simples. Para entender a
transformacfo que serd feita, vejamos antes um caso par-
ticular:

Na igualdade A; ; =7 « 6 + 5, multiplicando e ao mes-
mo tempo dividindo o segundo membro por 4!, teremos

4 7-6-5-41 T

Ay =763 77 = 41 T 4T
Assim sendo, o nimero A, ; pode ser expresso através de
= i
fatoriais por ar
Generalizacao

Consideremos a igualdade:
A,,=nn—=1)n=2).n—p=+1)

Multiplicando e ao mesmo tempo dividindo o segundo
membro dessa igualdade por (n — p)!, temos:

I S D . (n—p)!
A, ,=nln—Dn—2) ~... - m—p+ 1 p—
A = nin—=1)(n—2) ... *(n=—p+ 1)n— p)

(n —p)!
7l

Sak T =

fn, B

Essa € a formula que calcula A, , através de fatoriais.



Y’ EXERCICIO RESOLVIDO

. |
R.6 Calcular, usando a férmula A, ,= = :
: (n— p)!
a) Ag 4 b) A, , €) As,s
Resolucao
6 _ 6 _ 6-5:4-3-21 _
VA4 = Gopr 2 21
= 360
T T 76541
D= T—3y & 41 #18
_ 51 51 _ 5-4-3-2-1 _
Vs = By i 1
= 120
Nota
1
Estende-se atormula A, , = T i'p)! paran = 0 ou
p = 0.
Exemplos
4! 4!
a A —_— —_— — —_—
) Ao (4 —0)! 4!
0! 0! |
®) Ao.o (0 —0)! 0! 1
=
} / /
¢/ EXERCICIOS BASICOS
B.12 Calcule:
a) 7! c) 4! — 2!
0!
b) 3! - 2! d) ETD

B.13 Assinale V ou F:
a) 3! + 2! = 5!
b) 31 - 21 = 6!
c)4! +4! =2 -4

d)n! =n(n — 1)(n — 2)!, paratodon € Nen = 2.

e) n! =n(n — 1)(n — 2)!, para todo n € IN*,
f) n! + n! = (2n)!, para todon € IN.

g)n! + nl =2 - nl, para todon € IN.

h) n! — n! = 0!, para todo 7 € IN.

B.14 Simplifique as fracoes:

V57 D o
v 5 D o
) ST ) G
d) (n iﬂl}! 1) E::g;:
o ;!3)1

(n+ 3)!

= 12.

B.15 Resolva a equagio (nF1)!

1 |
Bi6 (U.Catélicade Salvador-BA) A fragio le' il 187
igual a:
=2
a) n Q) n+2 e)”:“
byn + 1 d)”Zl

Sugestao. Escreva o numerador sob a forma
(n+ 1)+ n! + n! e fatore-o.

B.17 Determine o conjunto dos valores de n, tais que

al + (n+ 1)
=T = 15.
B.18 (FEI-SP) Se (n + 4)! + (n + 3)! = 15(n + 2)!. entdo:
an=4 c)n=2 e)n=20
byn=23 dnrn=1

B.19 (UFPE) A expressdo As ; + A; 5 + Ay € igual a:
a) 27 ¢) 12 e) 29
b) 26 d) 11

B.20 Resolva a equacdo A, , = 20.

An. 3

B.21 Obtenha o conjunto solucao da equagio 3 %
"4

2. PERMUTACAO SIMPLES

Consideremos o conjunto I = {a, b, c}. Os arranjos
simples dos trés elementos de I tomados trés a trés sdo:
(a, b, c)
(a, ¢, b)
(b, a, c)
(b, c, a)
(c,a, b)
(c, b, a)

Cada um desses arranjos € chamado de permutacao
simples dos elementos de /. Isto €, uma permutacdo sim-
ples dos elementos de I € qualquer seqiiencia de elemen-
tos distintos formada por todos os elemenios de [. Obser-
ve que duas dessas permutacoes se diferenciam apenas
pela ordem dos elementos.

Exemplo
(a, b, c) # (b, a, c) (diferem pela ordem dos elementos)

Defini¢cao

Sejal = {a,,a,, as. ..., a,} um conjunto com n ele-
mentos. Chama-se permutacio simples dos n ele-
mentos de / todo arranjo simples desses n elemen-
tos tomados n a n.
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Exemplos

a) As permutacoes simples dos trés elementos do
conjunto I = {1, 2, 3} séo:

(1,2, 3) (2,1, 3) (3.1, 2)

(1,3,2) (2,3, 1 (3,2, 1)

[sto €, sao todos os arranjos simples dos trés elementos
de I tomados trés a trés.

b) Quantas permutacdes simples podemos formar com
os elementos do conjunto / = {a. b, c,d}?
O namero de permutacdes simples de quatro elementos
distintos, que indicamos por P,, € igual ao nimero de
arranjos simples desses quatro elementos tomados
quatro a quatro. Isto €:

_ 4 41
G —4r 0o
4-3-2-1

= : = 24

P,=A,,

Algumas dessas permutacoes sao:

(a, b, e, d)
(a,b,d, c)
(a,c, b,d)

Calculo do nimero de permutacdes
simples de n elementos distintos

Sejal = {a,, a,, a;, ..., a,} um conjunto com n elemen-
tos. O nimero de permuta¢des simples dos # elementos
de /, que indicamos por P,, é igual ao mimero de arranjos
simples desses n elementos tomados » a n. Isto é:

nl nl n!
FII_AH,JI—F = =_:ﬂ!

(n—n)! 0! 1

Assim, temos que:

R.7 De quantas maneiras diferentes cinco pessoas podem
formar uma fila indiana?
Resolucdo
O numero de maneiras € igual ao niimero de permuta-
¢Oes simples desses cinco elementos, isto é:

Ps=51=5+4:-3-2-1=120
L.ogo, a fila pode ser formada de 120 maneiras diferentes.

R.8 De guantas maneiras diferentes podemos dispor, numa
mesma prateleira de uma estante, quatro livros de mate-
matica e trés livros de fisica, de modo que livros de mes-
ma matéria permanecam juntos?
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Resolucdo
Podemos dispor os livros de matemadtica antes dos de fi-
sica ou 0s de fisica antes dos de matematica. Isto é:

Matematica Fisica

-y

e I N e - e o
+ 3 +2 + 1 <3 -2 +1 =P,-P,=413

g
L]
rJ
—t
tad

Matematica

(4 i 1 "

e

. ,n'.__,__‘( .FL_"_JE,_Y_.I'I..__H__J‘LTJ\.T_
3 2 2 <1 =4 3 « 2 1 =P -P=34l

Temos, entdo, como resposta 4!3! + 314! = 288.

5

ou
Assim, os hivros podem ser dispostos na prateleira de
288 modos diferentes.

Com a palavra MARTELO:

a) quantos anagramas podemos formar?

b) quantos anagramas comecam por M?

) quantos anagramas comecam por M e terminam
por O?

d) quantos anagramas come¢am por vogal?

€) quantos anagramas terminam por consoanie?

f) quantos anagramas comegam por vogal e terminam
por consoante?

g) quantos anagramas comegam por vogal ou terminam

* por consoante?

h) quantos anagramas apresentam as letras M, A e R
juntas e nessa ordem?

1) quantos anagramas apresentam as letras M, A e R
juntas?

Resolucao

a) Um anagrama da palavra MARTELOQO € a prépria
palavra ou qualquer outra que se obtém trocando a
ordem de suas letras. Assim, o nimero de anagramas
da palavra MARTELO € igual ao nimero de permu-
tacoes simples de sete letras distintas, isto é:

P, = 7! = 5.040

b) Fixando-se a letra M na primeira posi¢éo, sobram seis
letras para serem distribuidas nas seis posicoes
poSteriores:

M

b il

P, = 6! =720

Logo, hd 720 anagramas que comecam por M.

c) Fixando-se as letras M e O na primeira e na sétima
posi¢ao, respectivamente, sobram cinco letras para
serem distribuidas nas cinco posi¢des intermedidrias:

M O

o

P,=5!= 120

Portanto, ha 120 anagramas que comegam por M e
terminam por O.



d) Ha trés possibilidades para o preenchimento da
primeira posi¢ao: A, E ou O. Para cada vogal fixada
na primeira posi¢do, sobram seis letras para serem
distribuidas nas posi¢des posteriores:

AEou O
3 . P =3+6!l=2.160

Assim, ha 2.160 anagramas que comegam por vogal.
e) Ha quatro possibilidades para o preenchimento da 1il-
tima (sétima) posi¢ao: M, R, T ou L., Para cada conso-
ante fixada na sétima posic¢ao, sobram seis letras para
serem distribuidas nas seis posi¢coes anteriores:

M,R, ToulL

N

L A &
¥

P, - 4 =6!-4=2880

Assim, ha 2.880 anagramas que terminam por con-
soante,

f) Hd trés possibilidades para o preenchimento da
primeira posicao e quatro possibilidades para o preen-
chimento da dltima (sétima). Fixadas uma vogal e
uma consoante na primeira e na sétima posicéo,
respectivamente, sobram cinco letras para serem
distribuidas nas posicdes intermedidrias:

A EouO M,R,T{IL
S==r=="11 " N
3 ’ P. . 4=3-5!-4=1440

Hd, portanto, 1.440 anagramas que comecam por
vogal e terminam por consoante.

g) Sejam A e B conjuntos de anagramas da palavra
MARTELOQ, tais que:

A = {Anagramas que comecam por vogal};

B = {Anagramas que terminam por consoante};

A M B = { Anagramas que comegam por vogal e
terminam por consoante}:

A U B = { Anagramas que comegam por vogal ou
terminam por consoante}.

Lembremos que n(A U B) = n(A) + n(B) — n(A N B).
Nos 1tens (d), (e) e (f) ja calculamos n(A), n(B) e
n(A M B) e obtivemos:

n(A) = 2.160; n(B) = 2.880: n(A N B) = 1.440

Logo, (A U B) = 2.160 + 2.880 — 1.440 = 3.600.
Temos entdo que 3.600 anagramas comeg¢am por vo-
gal ou terminam por consoante.

h) Vamos resolver este item de dois modos diferentes.

Primeiro modo .

As letras M, A e R podem ocupar, respectivamente, as

seguintes posicdes: primeira, segunda e terceira;

]} e
ki

B.22

B.23

B.24

segunda, terceira e quarta; terceira, quarta e quinta;
quarta, quinta e sexta; quinta, sexta e sétima. Analise-
mos cada caso:

M | A R
\___Y I, = I f___z\.,_. J
ou 4 3 « 2 = 1=P,
M| A| R
'-_V_.-f | ,.__.n.__"_ I\ > J
ou 4 3 i« 2 L = P4
M | A R
N (S e
ou 4 - 3 2 I =P,
M A | R
(N ,.I'L__\_ Fin - r . P
ou 4 - 3 2 1 =P,
M | A R
3 - J Y___,Ji.___..r L "
ou 4 3 « 2 1 =P,
Assim, temos:

Pi+Pyr P+ P+ P, =5P, =54 =5!'= 120
Ou seja, 120) anagramas apresentam as letras M, A e
R juntas e nessa ordem.

Segundo modo

Observando o primeiro modo, percebemos que o bloco
MAR atuou como um tnico elemento nas permuta-
cOes. Assim sendo, podemos resolver esse problema
calculando o nimero de permutacdes dos cinco ele-
mentos, MAR, T, E, L e O, isto é, considerando o bloco
MAR como um tinico elemento.

Temos assim P; = 5! = 120.

1) Nesse caso, um bloco composto pelas letras M, A e R

pode ter P; = 3! = 6 formas diferentes: MAR, MRA,
ARM, AMR, RAM e RMA.
Para cada um desses seis blocos podemos formar
P; = 5! = 120 anagramas. conforme vimos no item
(h). Logo, com os seis blocos podemos formar
6+ 120 = 720 anagramas. Ou seja, o nimero de
anagramas que apresentam as letras M, A e R juntas
€ Py Ps =06+ 120 = 720.

< EXERCICIOS BASICOS "

(Cesgranrio) Um fiscal do Ministério do Trabalho faz
uma visita mensal a cada uma das cinco empresas de
construcdo civil existentes do municipio. Para evitar que
os donos dessas empresas saibam quando o fiscal as ins-
pecionara, ele varia a ordem de suas visistas. De quantas
formas diferentes esse fiscal pode estabelecer a ordem de
visita mensal a essas empresas?

a) 180 c) 100 e) 24
b) 120 d) 48
De quantos modos podemos dispor cinco meninas e qua-

tro meninos em fila indiana de modo que criancas de
mesmo sexo ndo fiquem juntas?

Quantos nimeros podemos obter permutando apenas os
algarismos pares do mimero 32.456 e mantendo os alga-
rismos impares em suas respectivas posicoes?
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B.25 Quantos nimeros naturais de cinco algarismos distintos
pndem::)s formar com os algarismos 1, 2, 3, 4 e 5 de
modo que os algarismos impares permanec¢am Sempre
juntos?

B.26 Com a palavra EDITORA:

a) quantos anagramas podemeos formar?

b) guantos anagramas comecam pela letra T?

¢) quantos anagramas comecam pela silaba TO?

d) quantos anagramas comecam por vogal?

e) quantos anagramas terminam por consoante?

f) quantos anagramas comec¢am por vogal e terminam
por consoante?

g) quantos anagramas comecam por vogal ou terminam
por consoante?

h) quantos anagramas apresentam as letras E, D € T
juntas e nessa ordem?

i) gquantos anagramas apresentam as letras E, D e T
juntas?

j) quantos anagramas nio apresentam as letras E, D e T
juntas?

B.27 (PUC-SP) Uma palavra é formada por n letras distintas,
sendo B uma delas. O nimero de anagramas dessa pala-
vra que nao comecam por B €:

a) n! d) (n — 1)!
b) (n + 1)! e)n+ 1
e)n! —i(n — 1)

B.28 (UNEB) Num grupo de 5 pessoas, duas sao irmas. O ni-
mero de maneiras distintas que elas podem ficar em fila,
de maneira que as duas irmas figuem sempre juntas, €

igual a:
a) 24 c) 120 e) 420
b) 48 d) 240

i _
il e

P e |
e
/

Exercicios complementares de C.13a C.18°

3. PERMUTACAO COM ELEMENTOS
REPETIDOS

Vimos que o nimero de permutacoes de n elementos
distintos € dado por:

P, = n!

Neste item, vamos aprender a calcular o numero de
permutacdes com elementos repetidos. Para entender
esse cdlculo, observe o problema a seguir.

Qual € o nimero de anagramas da palavra OSSOS?

Se as 5 letras dessa palavra fossem distintas entre si,
teriamos 5! anagramas. Porém, ao permutar letras iguais,
a palavra ndo se altera; por isso, concluimos que o nimero
de anagramas € menor que 5!

Para calcular esse niimero de anagramas, vamos colo-
car indices nas letras, considerando-as como elementos
d.ferentes, 180 €:

0,5,5,0,5,
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Em cada seqiiéncia dos elementos O, S, S;, O,, S;, se
permutarmos S;, S, € S,, entre si, € O; e O,, entre s,
obteremos 3! X 2! seqgiiéncias diferentes. Por exemplo:

$,5,0,0,5;
$,5;0,0,5,
5:5;0,0,5,
$,8,0,0.8,
5:5,0,0,8,
535,0,0,5,
SISEOEO]SB ? 3121 =12
SISSOZOISE_
5:5;0,0,5,
5,5,0,0,5;
555,0,0,5;
$,5,0,0,S;

$:5,0,0,8; €

Porém, se eliminarmos os indices nessas 12 seqiién-
cias, teremos 0 mesmo anagrama SSOOS.

Analogamente, se eliminarmos os indices nas 3!
seqiiéncias dos elementos Oy, S,, S,, O, S;, obteremos
grupos de 3! « 2! anagramas iguais. O numero de grupos
assim obtidos € exatamente 0 nimero de anagramas
distintos da palavra OSSOS. Esse namero €:

5!
31+ 21

= 20

ou seja, hd 20 anagramas distintos da palavra OSSOS.
Podemos generalizar esse raciocinio, considerando os
n elementos:
n elementos

e e

Q15 Dyniveey WYy Qo Aoy sivy Qo siay Uy Qe A

L - L
e " "

1, elementos
iguais a a,

n, elementos
iguais a a,

1, elementos
iguais a a,

tal que a,, a,, a;, ..., a, sdo distintos entre si. O ndmero de
permutacoes desses n elementos, que indicaremos por

[ " " 3 S -
P M) & dado por:

!

Piﬂl,uz, 3, <1y n_k] .
nyl cmsl vl ol sl

) EXERCICIOS RESOLVIDOS

R.10 Determinar o nimero de anagramas da palavia GARRAFA.
Resolucao
A palavra apresenta um total de sete letras, com trés
letras A, duas letras R, uma letra G e uma letra F.

; G200 7!
Assim, temos P; ST
Para simplificar a notagdo, indicamos esse nimero
- | € 2 ) R 7! .
simplesmente por P;'~ = 310] 42(0).

Isto é, ndo indicamos nos parénteses as letras que
comparecem uma unica vez na palavra.
Portanto, a palavra GARRAFA possui 420 anagramas.



R.11 Determinar o niimero de anagramas da palayra
GARRAFA que comecam pela letra A.

Resolucdo

Fixando uma letra A na primeira posicao, sobram as le-
ras G, R, R, A, Fe A, que devem ser distribuidas nas
seis posi¢oes posteriores:

A

N

l
D (2, 2) 6
&

=2 180

Nota

Uma divida muito comum € “devemos ou nao multipli-
car o resultado 180 por 377, pois ha trés letras A. A
resposta € nao. Porque, se substituirmos o A da primeira
posicao por outro A da palavra. obteremos os mesmos
anagramas.

Logo, ha 180 anagramas que comecam por A.

R.12 Na figura abaixo, quantos caminhos diferentes podem
ser percorridos do ponto A ao ponto B, deslocando-se
uma unidade de cada vez para cima ou para a direita?

v A
3 | I 'rj!lB
| i |

2 -1 - ,
1 = |

| 1 | | =
A 1 2 3 4 X

Resolucao

Para nos deslocarmos de A para B, nas condi¢oes do pro-
blema. devemos percorrer 3 unidades para cima e 4 uni-
dades para a direita.

Indiquemos por ¢ cada unidade para a direita e por ¢
cada unidade para cima.

O numero possivel de caminhos € igual ao nimero de
seqiiencias que podem ser formadas com as sete letras:

7

. (+ 3 __
d,d,d,d,c,c,e Istoé, P77 = 4131

= 35\

) EXERCICIOS BASICOS

B.29 Determine o niimero de anagramas da palavra VIOLINO.

B.30 Qual ¢ o niimero de anagramas da palavra BANANA?

um produto. Quantos precos diferentes podem ser indi-
cados por essas nove barras’

B.31 As embalagens dos produtos vendi-
dos por uma empresa apresentam
uma seqiiéncia formada por barras
verticais: quatro de largura 1,5 mm;
trés de largura 0,5 mm: e duas de
largura 0.25 mm, como no exemplo
ao lado.

Cada segiiéncia indica o preco de

B.32 Obtenha o nimero de anagramas da palavra TAMPA.

B.33 Quantos anagramas da palavra BARRAR comecam
por R7?

B.34 Encontre o nimero de anagramas da palavra DEZENA
que comecam por vogal.

B.35 Ache o total de anagramas da palavra PAPAGAIO que
terminam por vogal.

B.36 Quantos anagramas da palavra RETRATAR comecam e
terminam por vogal?

Exercicios complementares de C.19a C.24

4. COMBINACAO SIMPLES

Dado o conjunto I = {a, b, ¢, d}, formemos todos os
subconjuntos de / com trés elementos:

{a, b, c}
{a.b,d}
la,c,d}
{b,c,d}

Tais subconjuntos sdo chamados de combinacoes
simples dos quatro elementos de / tomados trés a trés.
Ou seja, uma combinacéo simples de trés elementos de /
¢ qualquer subconjunto de / formado por trés elementos.

Observe que duas combinacdes simples quaisquer se
diferenciam apenas pela natureza dos elementos € nao
pela ordem de apresentacdo desses elementos.

Exemplos
a) {a,b,c} # {a,b,d} (diferem pela natureza dos elementos)

b) {b,c,d} = {c, b,d} (aordem doselementos nio altera
0 conjunto)

Defini¢ao

Seja I = {ay, a,, as, ..., a,} um conjunto formado
por n elementos e seja p, p € IN e p < n. Chama-se
combinacao simples de p elementos de I todo sub-
conjunto de / formado por p elementos.

Cdlculo do nimero de combinacodes
simples de n elementos distintos
tomados pa p

Para efetuar esse cdlculo, vamos relacionar o niimero
de combinacoes simples com o niimero de arranjos sim-
ples de n elementos tomados p a p.

Voltemos ao exemplo introdutério desse assunto. As
combinagdes simples dos elementos de I = {a, b, ¢, d}
tomados trés a trés sdo {a, b, c}; {a.b,d}: {a,c,d}; {b,
¢, d }.Indicando por C, ; o nimero de combinacdes sim-
ples de 4 elementos tomados trés a trés, temos C, ; = 4.
Cada uma dessas combinagdes gera 3! arranjos simples
dos quatro elementos a, b, ¢, d tomados trés a trés, por
exemplo.
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Observe os arranjos gerados pela combinacao {a, b, ¢}:

(a,b,c) )
(a,c, b)

(a, b, c} €= (0, a,¢) | 31 arranjos

(b, c,a)

combinacio (c,a, b)

(c.b.a)

Assim, multiplicando por 3! o nimero C, ;, obtém-se
O numero A, 3, 18to €:

Csa X3l = A4,3

Generalizando esse raciocinio para os nimeros natu-
rais n € p, com n = p, obtém-se a férmula para o célculo

de C,

5 Observe:

Cm_',, Xpl=A4A, 5

. et AH, P

G o
n!
_ (n—p)!
Cn_, P p1
nl
Cor = plln—p)!

R.13 Calcular:

a) G 4 b) €73 c) Cs s d) Cs.o
Resolucdo

Aplicando a formula C, , = = (nni Tk temos:

) Cen = 4!(56~!~ no rak jfr"-sz.ﬁr =
®) s = 3!'(?'?i O i 25:2&: ? ﬁz =
%) Cxs= 5!(55i S % - % =1

@) Cs0= 01(55i 0! % N 1/5,1:54' =

Para que valores de n existe o nimero C, ;?
Resolugdo
Existe tal nimero para qualquern,n € Nen = 3.

Resolver a equagdo C, , = 10.

Resolucdo
Condigao de existencian €IN e n = 2.

nl

Ci2=10 = 2!(?1;2)1 =10
nn — D(a=2)"" _ 0
2+ 1(n=21

.t —n=20..n—-—n-20=0

Resolvendo essa equacado do 2° grau, temos # = 5 ou
n= —4. (ndoconvém)
Logo, § = {5}.

264

Critério para diferenciar arranjo de
combinacao

Quando tentamos resolver um problema de andlise
combinatéria, deparamos com a seguinte questao: oS
agrupamentos mencionados no problema sdo arranjos ou
combinacdes? Para eliminar essa ddvida, vamos agir da
seguinte maneira: construimos um dos agrupamentos
sugeridos pelo problema e, a seguir, mudamos a ordem
de apresentacdo dos elementos desse agrupamento:

I. Se com essa mudanca na ordem dos elementos obti-
vermos um agrupamento diferente do original,
entdo esse agrupamento € um arranjo.

[I. Se com essa mudanca na ordem dos elementos obti-
vermos um agrupamento igual ao original, entdo
esse agrupamento € uma combinacao.

¥ EXERCICIOS RESOLVIDOS Fmmmmni

R.16 Quantos tridngulos ficam determinados pelos pontos dis-
tintos A, B, C, D, E da circunferéncia abaixo?

B

Resolucdao
Um tridngulo fica determinado por trés pontos (vértices
do tridngulo) nio-colineares (ndo-pertencentes a uma
mesma reta). Como nao existem (rés pontos colineares
dentre os pontos A, B, C, D, E, qualquer agrupamento de
trés pontos distintos determina um tridngulo.
Agora, a duvida: um agrupamento de trés pontos para de-
terminar um tridngulo é um arranjo ou uma combinacao?
Vamos aplicar o critério diferenciador entre arranjo e
combinagao.
Formemos um agrupamento de trés pontos distintos e, a
seguir, mudemos a ordem -de apresentacdao de seus
elementos:

Tridngulo ABC = Tridngulo BAC

Como a mudanca na ordem das letras nao altera o trian-
gulo, temos que esses agrupamentos sao combinagoes.
Logo, o numero de tridngulos € dado por Cs ;, isto é:

, 2 #
5! 5! 5+4-31

NG —3) 3121 wa.1 0

Ci 3=

RE:fiT Uma comissio de trés membros deve ser escolhida
dentre sete pessoas. De quantos modos diferentes se
pode escolher a comissdo, sabendo que as pessoas que
formarem a comisséo terao funcdes idénticas?



Resolugdo
Como a ordem dos elementos componentes nao altera a
comissdo, temos que uma comissao € uma combinacao.

Logo, o nimero de comissoes €:

T 6e 54

7! 7!
314! 3-.2-1-4 =

Ca= =31

R.18 Uma comissdo de quatro homens e trés mulheres deve
ser escolhida dentre seis homens e cinco mulheres. De
quantos modos diferentes pode-se escolher a comissao,
sabendo-se que os membros dessa comissdo terdo
funcoes 1dénticas?

Resolucao

Devemos escolher quatro homens dentre seis e (rés
mulheres dentre cinco. Pelo principio fundamental de
contagem, isso pode ser feito de Cg 4, * Cs ; modos dife-
rentes, 1Sto €:

_ 6! 51 .
Cos® G = 46 —4)  31(5-3)
3 Vi

_ 6 St e SeAl | Sedeat
412! 3121 A1 3091

R.19 Quantos tridngulos ficam determinados por nove pontos
distintos, sendo que cinco deles pertencem a umaretar e os
outros quatro pertencem a uma reta s (s & r) paralela a r?

Resolucao
A B i D E
= = = 8 2
=
& = = = :
F G H [

Um tridngulo fica determinado por trés pontos nao-coli-
neares. Assim sendo, algumas combinacoes de (rés dentre
0s nove pontos determinam triangulos e outras nao. Por
exemplo, a combinacio ABF determina um triangulo, en-
quanto a combinagcdo ABC ndo determina um triangulo.

Podemos resolver esse problema de dois modos diferentes.

Primeiro modo

Vamos calcular todas as combinacdes dos nove pontos
trés a trés, subtraindo desse resultado o total de combi-
nacoes que ndo determinam tridngulos. Isto é:

Cg-:r‘_“.cig_‘c,;_g = 84 —-10—-4 =70

. '._.'._l "—"r—"
Pontos Pontos

daretar daretas

Logo, ficam determinados 70 tridngulos.

Segundo modo
Um tridngulo fica determinado se escolhermos dois pon-
tos numa reta € um ponto na outra, 1sto é:

*2pontosemre ]l pontoems=C;,+ C,, =104 =40
ou<s— &
] pontoemre2pontosems=Cs ;" C,,=5-6=30

Logo, o nimero de tridgngulos € 40 + 30 = 70.

A analise combinatoéria e o futebol

Na confeccao da tabela de um campeonato de
futebol tambeém & necessaria a matematica. Imagine
que a CBF crganize a primeira fase do Campeonato
Brasileiro com 24 times separados em quatro arupos
de sels, de modo que cada time jogue uma unica vez
contra cada um dos demais de seu grupo. Atraves da
analise combinatoria conclui-se que o nimero de
Jjogos a serem realizados em cada grupo € G, , = 15,
e, portanto, o nUmero de jogos da primeira fase do
campeonato sera 4 X 15 = 60. De modo analodo,
calcula-se o nimero de jogos das proximas fases.

CID

ANALISE COMBINATORIA E PROBABILIDADE

&

B.37 Determine:
a) lej b} Cﬁ.-'l c) CH.H d) C'E-L

B.38 Calcule o valor da expressio 4C, , + A5 ; — 3P,
B.39 Resolva a equagio C, , = 15.
B.40 Resolvaaequacio C, , = 3A, ..

B.41 Considere nove diferentes pontos de uma circunferéncia
(conforme a figura).

A
B
/ Jﬁ’r. & \
/ c
|
r
H&
\ $5
\
N\
‘x.‘c:lﬂ q-
G = lF E
F
a) Quantas retas ficam determinadas por esses nove
pontos?

b) Quantos tridngulos ficam determinados por esses
nove pontos?
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B.42 (UFMG) Formam-se comissoes de trés professores esco-
lhidos entre os sete de uma escola. O nimero de comis-

soes distintas que podem, assim, ser formadas é:
a) 35 c) 210 e) 7!
b) 45 d) 7°

B.43 (UFBA) Dispondo-se de abacaxi, acerola, goiaba, laran-
ja, maca, mamao e meldo, calcule de quantos sabores
diferentes pode-se preparar um suco, usando-se trés fru-

tas distintas.
B.44 (Fuvest-SP) Numa primeira fase de um campeonato de
xadrez, cada jogador joga uma vez contra todos os
demais. Nessa fase foram realizados 78 jogos. Quantos
eram os jogadores?
a) 10 b) 11 c) 12

d) 13 e) 14

Sugestao. Indique por n o nimero de jogadores.

B.45 (Faap-SP) O setor de emergéncia de numa unidade do
Unicor tem trés médicos e oito enfermeiros. A direcdo
do Unicor devera formar equipes de plantio constituidas
de um medico e trés enfermeiros. O nlimero de equipes

diferentes possivel é:

a) 168 c) 56 e) 336
b) 3 d) 24
B.46 (Fatec-SP) Dentre seis senadores e cinco deputados serd

escolhida uma comissio de trés senadores e dois depu-
tados. De quantas maneiras diferentes essa comissao
pode ser formada?

a) 200 c) 80 e) 40
b) 100 d) 50
B.47 (U. Catélica de Salvador-BA) Dentre as disciplinas A, B,

C, D, E e F um estudante universitario precisa selecionar
qualro para cursar no proximo semestre letivo. Sabendo
que nessa selecdo deve constar, necessariamente, a
disciplina E, o nimero que indica o total de maneiras
diferentes que o estudante pode escolher as quatro disci-
plinas é:
a) 6 b) 10 c) 15

d) 20 e) 24

B.48 Calcule o nimero de diagonais do octégono convexo.

Exercicios complementares de C.25 a C.33
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@ O auditorio de um teatro € composto por n cadeiras. De
quantas maneiras diferentes as trés primeiras pessoas
que chegarem para assistir a um espetdculo nesse teatro
podem escolher seus lugares?

a) n c) nln + 1)

3n
b) 74 1 d) AH.3

e) As ;

@ O total de nimeros naturais de quatro algarismos distin-

tos formados pelos algarismos do conjunto /= {0, 1, 2,
3,4, 5} pode ser expresso por:

a) Ag 4 C) Ag y — As 3 e) Ags — Ag.2
b) As 3 + As 4 d) Ag, 5
|
lassifigue como V ou F cada uma das afirmacoes:
a) 0As 3 = Ag, 4
b) Existe A, , para todo n,n € N
4 A
¢) Existe —=2 se, e somentese,n € Nen =S5

Ay, 2

d) Ag, * As g Ay = Ags

e) Se dois arranjos simples sdo formados pelos mesmos
elementos, entao esses arranjos sao iguais.

f) Dois arranjos simples formados pelos mesmos ele-
mentos sdo 1guais se. € somente se, a ordem desses
elementos nos dois arranjos for a mesma.

g) Se existir um elemento num arranjo que ndo pertenga
a um outro arranjo, entao esses arranjos podem ser

1guais.
C4 (PUC-SP) Sendo n um nimero natural e n = 3, a razéo
A‘ji; € igual a:
a) 2 c) 1 eyn + 1
b) 2n d) n
C.5 (UFCE) Sendo uma placa de automével formada por
duas letras seguidas de quatro algarismos, quantas placas
podem ser formadas por duas letras distintas seguidas de
quatro algarismos distintos? (Considere 26 letras e os dez
algarismos do nosso sistema de numeracio. )
a) Ags 2 T Ajgy d) 645 |
b) Az 2 * Ao €) 245, * 4A 0,
C) Asq 6
C.6 Determine n de modo que:
[ +243+4+...+n _ 1
(n+ 1)! 240
Sugestao. 1 +2 +3 +4 + ... + néasoma dosn pri-
meiros termos de uma P.A.
C.7 (U. Taubaté-SP) O(s) valor(es) de n tal que
(n+ 1) —n!t o
n— 1)1 n é (sdo):
a) 7 c)Oe 10 e)ie?
b)Oe7 d) 1

(UFPA) O produto dos 30 primeiros ndmeros pares po-
c) 2 + (60!)

sitivos é igual a:
@23“ - 30!
d) 2% - 60!

a) 60!
b) 30!

Sugestdo. Os niimeros 2, 4, 6, § etc. podem ser represen-
tadospor2 X 1,2 X 2,2 X 3,2 X 4 elc.
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C.10

C.11

C.12

C.13

C.14

C.16

@) 720

(UFPE) Qual o maior inteiro n para que 20! seja divisivel

por 3"}
a) 2 c) 8 e) 20
b) 7 d)9
Sugestao. Decompondo em fatores primos cada niimero
do desenvolvimento 20 « 19 + 18 - 17 - ... * 1, vertfique
quantas vezes aparece o fator primo 3.

: Ay = o 01
Determine n de modo que o = 17

(UFMG) Duas das cingiienta cadeiras de uma sala serao
ocupadas por dois alunos. O nimero de maneiras distintas
possiveis que esses alunos terdo para escolher duas das
cingiienta cadeiras, para ocupa-las. €:

A

a) Asg 5 c) As» e) 5;-5“
Hizh 5

b) Asy 5o d) 52&'"

(UESC) Em um bingo, quatro pedras sao retiradas suces-
sivamente e sem reposi¢ao de uma urna contendo exata-
mente 90 pedras, numeradas de 1 a 90. O nimero de
seqiiéncias distintas possiveis para essas quatro pedras,
tal que a segunda pedra tenha niimero 40, é:

C) Ago 2

d) 89‘

a) Agg, g

b) Ags, 4

Qual é o nimero de anagramas da palavra VOLUME
que apresentam a letra V antes da letra L?

Sugestao. Para cada anagrama que possul o V antes
do L., podemos permutar apenas essas duas letras entre
si, obtendo um anagrama que possui o L antes do V. Por
exemplo, permutando apenas as letras V e L do ana-
grama VOMULE, obtemos o anagrama LOVUME.

(Fatec-SP) Seis pessoas, entre elas Jodo e Pedro, vido ao
cinema. BExistem seis lugares vagos, alinhados e conse-
cutivos. O niimero de maneiras distintas como as seis
pessoas podem sentar-se sem que Jodo e Pedro fiquem

juntos é€:
a) 720 c) 480 e) 120
b) 600 d) 240

(U. Taubaté-SP) Numa estante existem trés livros de

histéria, trés de matemadtica e um de geografia. Se se
deseja sempre um livro de historia em cada extremidade,
entdo o nimero de maneiras de se arrumar esses sete

livros é:
c) 81
d) 126

e) n.d.a
b) 36

(Fuvest-SP) O ndmero de anagramas da palavra
FUVEST que comegam e terminam por vogal é:

a) 24 ¢) 96 e) 144

b) 48 d) 120

C.17

C.18

(FEI-SP) Obtenha o nimero de anagramas da palavra
REPUBLICA nos quais as vogais se mantém nas respec-
tivas posicoes.

(Fuvest-SP) Com as 6 letras da palavra FUVEST podem
ser formadas 6! = 720 “palavras"' (anagramas) de 6
letras distintas cada uma. Se essas “palavras” forem
colocadas em ordem alfabética, como num dicionario, a

250° “palavra” comeca com:
a) EV c) FV
b) FU d) SE

e) SF

(UFSC) Um experimento consiste em lancar uma moeda

C.20

C.21

C.22

6 vezes. Considera-se como resultado desse experimento
a seqiiéncia das faces obtidas no 1%, 2° 32 4% 5% ¢ 6°
lancamento, respectivamenie. Por exemplo, indicando
por ¢ a face “cara” e por k a face “coroa”, um resultado
possivel desse experimento € a seqiiéncia (c, ¢, k, ¢, k, ¢).
O nimero de resultados possiveis desse experimento
apresentando quatro caras e duas coroas €:

()15

a) 30 b) 24 ¢) 20 d) 18

(UFCE) O mapa de uma cidade é formado por seis
bairros distintos. Deseja-se pintar esse mapa com as co-
res vermelho, azul e verde, do seguinte modo: um bairro
deve ser vermelho, dois bairros azuis e os demais verdes.
De quantas maneiras distintas isso pode ser feito?
Considerando duas vezes o simbolo “+" e seis vezes 0
simbolo “|”, é possivel formar varias seqgiiéncias: uma
delas é ||| + || + |. Calcule o niimero de seqiiéncias que
podem ser formadas.

Uma solucao da equacdo x + y + z = 6 € o terno orde-
nado (4, 0, 2), peis 4 + 0 + 2 = 6. Quantos ternos
ordenados, formados apenas por nimeros naturais, sdo
solucdes dessa equacio?

Sugestdo. Representando as seis unidades por | | | || |,
cada seqiiéncia formada por | | | | | | ++ pode ser asso-
ciada a uma tnica solucdo dessa equacdo e vice-versa.
Observe: a seqiiéncia | | | + | | + | pode ser associada a
solucao (3. 2,
solucdo (4, 0, 2) etc.

figura mostra um mapa de uma certa regiao:

Uma pessoa deseja deslocar-se de A para B andando
sempre para o norte ou para o leste. Quantos caminhos
diferentes podem ser feitos?
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C.24 (UFMG) Observe a figura.

‘IBI ®
9

Se &

A e L L e L @ €@ & ® o 9

1 2 3 4 5 6 7 8 8 10
Considere os caminhos ligando A a C, passando por B,
tracados a partir de A, deslocando-se sempre, ou | uni-
dade para a direita, na horizontal, ou 1 unidade para
cima, na vertical, Determine o nimero total de caminhos
distintos obtidos dessa forma.

@Cnnsidere cinco diferentes pontos de uma circunferéncia
(conforme a figura). Quantos poligonos convexos ficam
determinados por esses ¢inco pontos:

A

¢ C

G) Numa Céimara de Vereadores, trabalham 6 vere-

adores do partido A, 5 vereadores do partido B e 4 verea-
dores do partido C. O niimero de comissdes de 7 vereado-
res (que podem ser formadas, devendo cada comissao ser
constituida de 3 vereadores do partido 4, 2 vereadores do
partido B e 2 vereadores do partido C. é igual a:

a) 7 ¢) 152 e) 28.800

b) 36 (d)1.200

@ (Mackenzie-SP) Um juiz dispde de 10 pessoas, das quais
somente 4 sdo advogados, para formar um (inico jiiri com
7 jurados. O nimero de formas de compor o jiiri, com

pelo menos 1 advogado, é:
@m0

a) 160 c) 128
b) 140 d) 108

C.28 As retas r e s da figura abaixo s3o paralelas. Quantos
tridngulos ficam determinados pelos nove pontos A, B, C,
D . E F,G,Hel?

A B € D E F )
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C.29 (UEFSE) Considere todos os produtos de trés fatores
distintos que podem ser obtidos com os elementos do
conjunto A = {1,2,3,5,7, 11}. Quantos deles sdo pares?
a) 10 ¢) 20 e) 60
b) 18 d) 36

(UFRS) Em uma classe de doze alunos, um grupo de cin-

co serd selecionado para uma viagem. De quantas
maneiras distintas esse grupo poderd ser formado, saben-
do que, entre os doze alunos, dois sdo irmaos e sé poderdo
viajar se estiverem juntos?

a) 30.240 c) 462
b) 594 d) 408

e) 372

C.31 (U.F. Santa Maria-RS) O valor de m que satisfaz a igual-
dadEA{m_ 0.2 = Ch tm—2y 6
a) 2 c) 6 e) 4
b)5 d) 3

C.32 Seis retas paralelas distintas de um plano se interceptam
com oufras cinco retas paralelas distinfas desse plano
(conforme figura). Calcule o nimero de paralelogramos
cujos lados estdo contidos nessa rede.,

"=
N

o4 =<l s e
| < ST S
’*‘

Ty

Sugestao. Um paralelogramo fica determinado por qual-
quer escolha de duas dentre essas cinco retas paralelas e
duas dentre as outras seis retas paralelas.

@ UFPI) A figura apresenta um retangulo dividido em qua-
dradinhos de lado 1 cm.

1 ch

O nimero de maneiras distintas de colorir seis desses
quadradinhos, sendo exatamente dois em cada coluna e
um em cada linha, é:

a) 15
b) 30

c) 60

@ 90

e) 120
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Capitulo 44
BINOMIO DE NEWTON

5 i B . St mmnaemE y - -, 3
i
. 4 = - ’ \ J A, | i I
- - r - — - - — - -1 3 e

1. NOMERO BINOMIAL

Como vimos anteriormente, o nimero de combinacoes
de n elementos tomados p a p € indicado pelo simbolo
C,.,- A partir de agora, indicaremos esse nimero também

pelo simbolo ( 4 } Essa nova notacdo pode também ser
P

lida como “niimero binomial de numerador n e denomi-
nador p”’ ou, simplesmente, “nimero binomial n sobre p”.
Assim sendo, temos:

n n!
Pleagy . =
{p} i pl(n—p)!

para {n,p} CIN,p<n

(s5)_ 5t _ 51 _ 5:4:30 _
“)[3] 3G —3) 321 3te2-1

4| 4! _ AT
b)[ J_ 0!(4 — 0)! 1

o) _ o 0o _
“)[D} 0t — 0y _ olr

2. TEOREMA DE NEWTON PARA
O DESENVOLVIMENTO DA
POTENCIA (x + a)"

Para resolver certos problemas de matematica, necessi-
tamos de poténcias do tipo (x + @)", em que x € @ $ao nu-
meros quaisquer e n € IN. Algumas dessas poténcias sao:

x+al=1
x+a)=x+a

(x+ a)* =x* +2xa + @
(x+ a)® =x + 3x% + 3xa? + &

Note que, quanto maior for o expoente, mais trabalhosos
serdo os calculos. No entanto, usando os conceitos que
aprendemos com a andlise combinatéria, podemos dedu-
zir uma expressao, relativamente simples, para desen-
volver essas poténcias.

Consideremos a poténcia (x + a)°. Para desenvolvé-la,
devemos efetuar as seguintes multiplicacoes:

(x+a)(x+a)(x+a)(x+a)(x+ a)

Aplicando a propriedade distributiva, vamos multiplicar,
de todas as maneiras possiveis, cinco fatores (x ou a),
escolhendo cada um deles em um dos fatores (x + a) dessa
expressao. Uma das possibilidades é:

TN SN N s

(x +a)(x+a)x+a)x+a)lx+ a)

Através dessa possibilidade obtemos o termo x°a”.
Porém, existem outras possibilidades que resultam no ter-
mo x’a*. Por exemplo:

. x’a*
(x +a)(x+a)(x+ a)(x+ a)x+ a)

Quantos termos iguais a x’a? serdo obtidos depois de efe-
tuadas todas as multiplicactes possiveis?

Para responder a essa pergunta, recorreremos a analise
combinatéria. Devemos calcular o niimero de modos
diferentes de escolher: x em trés dos cinco fatores (x + a);
e a nos outros dois. Note que, escolhido x em trés fatores,
a escolha de ¢ fica automaticamente determinada nos
fatores restantes. Assim, basta calcularmos o nimero de
maneiras diferentes de escolher x em trés dos cinco fato-
res. Esse nimero é Cs ;. Portanto, o termo x°a* aparecera
Cs 5 vezes depois de efetuadas todas as multiplicacdes.

Raciocinando de maneira analoga, temos que:

o termo x° aparecerd C; 5 vezes;

* o termo x*a aparecera Cs , vezes;

e o termo xa® aparecerd Cs , vezes;
* o termo xa* aparecera Cs  vezes;

o termo a® aparecera Cs  vezes.

Assim, podemos escrever:

(x +af =GCs x>+ Cs xta+ Csx°a* +Z+
+ Cs.5x%a® + Cs xa* + Cs pa’

ou seja:

(x +a) = x° + 5x'a + 10x3a2 + 10x%a@* + Sxa* + @
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Generalizacao

O matematico, fisico e astrénomo inglés sir Isaac
Newton demonstrou que:

Foct(Bera o (T

em que x e ¢ S0 nimeros quaisquer ¢ 7 € IN.

Nota

Como (x + a)" = (a + x)", o teorema de Newton pode
ser apresentado sob a seguinte forma:

. T .ﬂ._ﬂ B ol TR il Aoy ﬂ- 11.—3 2
(x +a) = (0)3:51 -l_-[l}x a +[2)x a +

+ ...+ G;)x” ad" L+ (ﬁjxﬂ.&"

Isto €, segundo expoentes decrescentes de x.

lsaac Newton (1642-1727), fisico, astrébnomao e matematico inglés.
Criador do calculo diferencial e integral.

R  Desenvolver a poténcia (x + a).

Resolugao
Pelo teorema de Newton, temos que:

(x +a)* = (gjxﬂﬂf = Gr];r'ﬂ.-‘ -+ (g)fﬂg +

A 2 (N
+(3)Ja+(4]14ﬂ

Calculando os coeficientes binomiais, concluimos:

(x +a)* = a* + 4xa® + 6x°a> + 4x’a + x*
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R.2 Desenvolver a poténcia (2x + y%)5.
Resolucdo

@x+y) = (3)@nems + (3 )enion +

+(3)ewron + (J)enoy: +

+(F)@xron +(3)@xro

Calculando os coeficientes binomiais, temos:

2x+y)° = y5+ 5 « 2y + 10 - 4x2%2 +
+ 10~ 8x3y5 -+ 5+ 16x%%+ 3227

Portanto, concluimos que:

(2x + ¥ = yB5 + 10xy'? + 40x%y® + 80x%yS +
+ 80x*y? + 32%°

R.3 Desenvolver a poténcia (x — 2a)*.
Resolucao
Para desenvolver essa poténcia, vamos considerd-la sob
a seguinte forma [x + (—2a)]*.

Assim, [emos que:

e+ (—2a)} = (g Jo(—2a)" +
+ (?)—1‘1(—2&)3 + @f‘(—*za}i T
+ ()20 + (§)e(-2ay

(x — 2a)* = 16a* — 4x - 8a® +
+ 6x% « 4a® — 4x3 + 2a +x*

Portanto (x — 2a)* = 16a* — 32xa® + 24x%¢* — 8x%a + x*.

Logo:

R4 Resolver o seguinte sistema, onde x e y s30 niimeros reais:

2y = —3

] 5 5 5\ 5
5 &y e S | Poa S 4 Wy e =
| +(1)"‘ *‘"*(2}" Y +-(3)“ y *[4)"”’ s :

Resolucdo

A segunda equacao desse sistema pode ser escrita sob a
forma (x + vy = —1.

Logo, temos:

{2x+}' = —3 :}{21+y = —3 B
(x+y)P = —1 x+y = —1
X = =2
Fazendo x = —2 na equagdo x + y = —1, temos:
—2+y=—1 .. y=1

Logo,x= -2 e y=1.

R.5 Calcular o valor da expressio:

= (390.25 4 (391 .244 (992, 23
3 [0]2 3 +(1]2 3 +(2)2 39 4

53.2 5)4.1 (5)5.0
+(3)2 3+[42 3+ (2 )2 - 3

Resolucdo
Comparando essa expressao com o desenvolvimento do
bindmio de Newton:

(x +a)t = [g)x“aﬂ i (T)xla““ + [;)JL'ZH"-_E 1=

+ ...+ (H)x"aﬂ
n

temos que £ = (2 + 3)° = 55 = 3.125.



R.6 Calcular o valor da expressio:

(et ok
sk

Resolucdo

Multiplicando cada parcela por 17~ 7, em que n é 0o nume-
rador ¢ p € o denominador do respectivo coeficiente
binomial, temos que:

24{;.4.(41.3 (4j;-,.z
E (0]3 1+1]3 L3 [ | B2l

4 3. 11 (‘4)4.13
+(3)3 1 (G

Comparando essa expressao com o desenvolvimento do
binémio de Newton:

Gk a)r = (E]xﬂa" + (T).rla“_‘ +

+: Cl)fﬂ“ =2 F s [n)x"a”
2 n

temos que £ = (3 + 1) = 4% = 256.

Somatorio

Durante o estudo das progressoes, vimos que o simbolo
2. (letra grega denominada “sigma”) € utilizado nas cién-
cias exatas para indicar um somatorio.

Exemplo
3

A expressao z [ 6 ]2'" deve ser lida “'somatério de
p=0{ p

[ 6 JEP com p variando no conjunto dos nimeros natu-
P
raisde O a 37.

Atribuindo a p os valores 0, 1, 2 e 3, temos que:

S (2

+[6}23-—1-1+6-2+15-4+2{]-8—233
3

ll

R.7 Provar que E(SOJE‘” = 3%,

p=0\FP
Resolucao
S0
Z (50)2;: il (50]2“_ (50)2, n
p=0\P 0 1
+ (52[’)22 T @ngm

Multiplicando cada parcela dessa soma por 17~ %, em
que n € o numerador e p € o denominador do respectivo
coeficiente binomial, temos que:

3 5()

i [50)2;: Ly [50}2;,_ P

p=0\ D p=0\ D

= [Sé})gﬂ . 150 [510)21 . 19 4+

50V52 . 148 30550 . 0
+[2)2 1 +"'+(5{j]2 1

Comparando essa ultima expressao com o desenvolvi-

mento do bindmio de Newton:

(I 4 ﬂ)"' — [gjxuﬂﬂ _1_. (T)xlaﬂ—l 2 =

+ (n)xla”‘g W e i [”)x"a“
2 n

50

percebemos que Z (SF?)ZP = (2 +1)30 = 39,

p=10

) EXERCiCIOS BASICOS

B.1 Dois niimeros binominais que tém o mesmo numerador
e cuja soma dos denominadores € igual ao numerador
comum sao chamados de nimeros binomiais comple-

mentares. Por exemplo, os binomiais ( 0 ] € { 6 ]
4 2

sa0 complementares.

a) Calcule o valor de [ 7 J e 0 de seu complementar.
4

b) Calcule o valor de [ i ] ¢ 0 de seu complementar.
P )

Que relacao existe entre os valores encontrados?

B.2 Aplique o teorema de Newton para desenvolver as

poténcias:

a) (x + a) b) (2x + 3)° c) (2x + y?)*

B.3 Desenvolva as poténcias:

a) (x —ay b)) (2 = x3)? c) (2x*— 3y)?
B.4 (UFPR) Determine os niimeros reais x e y tais que:

x—=y =1

x5 & 5 xty + 3 Xy o 5 X2y A 5 xyt+ y3 = 243
1 | 2 ) 3 4

B.5 Determine os niimeros reais x e v de modo que:

ey

3x+y = 10

[~ (ﬂﬂ‘}’ * ( g}ﬂ-‘?‘z B @I}ﬁ +yt = 16

271

]

kit
0
<
=
=
(']
<
a3
O
o
a.
L
<
oe
‘O
-
<
=
aa]
=
O
O
ek
-
=d
<
Z
=




0
LLd
-
<
2
Z
>

B.6 Calcule o valor da expressio:

— 4 D . 24 4 F o 253
E (0)2 3+(1)2 33 4

4 r 140 2 4'3._1 4-4. 0
+(3]2 3 +(3)2 3_+(4)2 3

Sugestao. Compare essa expressao com o desenvolvi-
mento do bindmio de Newton:

(x +a) = (g)x“a” + (T)x‘a“" +

+ (;).ﬁﬂ”‘z + ...+ (:)x”a“

B.7 Qual € o valor da expressdo:

E = @2“ + @21 + @22 4
+ @)23 + @24 + @25?

Sugestao. Multiplique cada parcela por 1” ~ 7, em que n
€ o numerador € p € o denominador do respectivo
coeficiente binomial.

B.8 Efetue:

- (- -
-

B9 Sef§= Z [20)2‘” ., entao;

p=0\F
a) § =24 c) S =22 e) S = 20!
b) § =91 d) § = 20%
Sugestao. Multiplique cada parcela (2;])21’ por 1*° 7,
Como 12 # = 1, V p, tais operagdes nio alterarfio a ex-
pressao S.

20

B.10 A expressio 2 (20)5‘” é igual a:
p=2 P
a) 6%

b) 620 — 7

)il = 101
d) 520

3. TERMO GERAL DO BINOMIO
DE NEWTON

Vimos que:

n
(x +a)yt = Z G‘;) xPa* P, 1sto é:

p=10
(x +a)¥ = (‘g)x“a” - (T)x‘a” —1 L

+ (”)ﬁa"_z +* et (;)x*’a”_-“ = At - (ﬂ)x"a“
2 % n
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Observe que todas as parcelas do desenvolvimento sao da

forma G)xﬁ‘a" ~7 com {n, p} C IN e p =< n. Por isso

chamamos de termo geral do binomio de Newton a

eXpressao:
T = ij*’a"'-* »
Nota

Como (x + a)* = (a + x)", temos que o termo geral
do bindmio de Newton pode ser escrito também sob a

seguinte forma:
el Vo

4’ EXERCICIOS RESOLVIDOS B

R.8 Determinar o coeficiente do termo em x!2 no desenvolvi-
mento de (x* + 2)°.

Resolucdo
O termo geral do desenvolvimento do binomio é:

T = @)(ﬁ)ﬂ 2670 O = @w-?—f

Queremos o coeficiente de x*?. Entao devemos encontrar
o valor de p para que o expoente de x seja 12, isto €:

p=12=p=4
Fazendo p = 4 no termo geral, temos que:

= (6. 3.4 . g6-4 =(6) 12.92

I (4)9: 2 = 4* 2° em que
[6) . 6! 6 = 6-5-4!
4 41(6 — 4)! 41 - 21 AMe2-1

Logo, T = 15x'2 - 4 = T = 60x".
Assim, o coeficiente de x!2 é 60.

Nota

= 15

Escrevemos o termo geral T = @)(13),& . 96— p

segundo expoentes crescentes de x; poderfamos ter for-
mado o termo geral segundo expoentes decrescentes de

x,isto€, T = (ﬁ)ZP(ﬂ)ﬁ ~#, e obtido o mesmo resul-
tado; faca vocé mesmo os calculos.

R.9 Determinar o coeficiente do termo em x' no desenvolvi-
mento de (x* — 2x?)8.
Resolucdo
Para montarmos o termo geral, devemos considerar o bi-
nomio sob a forma [x® + (—2x2)]%. Assim, temos como
termo geral:

T = ()2myeer s

7 e — (8]( _Z)FIEPIH. — 3p
P

o = @)(—Z)Fﬁ—#



R.10

R.11

Queremos o coeficiente de x'%, entdao devemos encontrar
o valor de p para que o expoente de x seja 19, isto €,

24 —p=19=p = 3.

Fazemos p = 5 no termo geral:

T = @(—2)5;.:24—-5 T = @(-—z)ﬂxw

em que
g = 5 e
(5) 51 (8-5)! 5!3
_ 21.'73-.62-:51! = §6 & (=DF=—3D

Logo, T = 56(—32)x!® = —1.792x".
Assim, o coeficiente de x'? é —1.792.

Determinar o termo independente de x no desenvolvi-

' 1
mento de [ x4+ %J i

Resolucdo

Para facilitar os calculos, convém considerarmos o bind-
mio sob a forma (x* + x73)’.

Seu termo geral €:

= (Daspatyor o 1 = (Deorsn-
P

.- £ = G)xlﬂ'??

Queremos o termo independente de x, isto €, ©
coeficiente de x° Assim sendo, para obter o valor de p
de modo que o termo T ndo dependa de x, basta igualar-
mos a zero o expoente de x, isto €:

28—Tp=0=p=4
Fazendo p = 4 no termo geral, temos que:

= T\ 8—7-4 - = 7) 0
T (4);: e & (4].1:

™ = @ - 4!(??i T

71 _ 7654
A-3:2-1

= 35

Portanto, o termo independente de x € 35.

Desenvolvendo a poténcia (2x + 1)'%, segundo expoentes
crescentes de x, determinar o quarto termo.

Resolucdao
Lembremos que o termo geral pode ser apresentado sob
duas formas:

segundo expoentes crescentes de x,

T = (lﬂ)(z,r)ﬂ- 110-p
p

ou segundo expoentes decrescentes de x

10
T—( )241:”}"?"1*’
p( )

Nesse caso, 0 problema exige a primeira forma, isto €:

10

T = (mj(zx)ﬂ- LT UG (
p p

)Zﬂxi’ o JH=p

B.13

B.14

B.15

B.16

B.17

B.18

Queremos o quarto termo do desenvolvimento. Para
obter o valor de p, basta observarmos que p = 0 corres-
ponde ao primeiro termo; p = 1 corresponde ao segundo
termo; p = 2 corresponde ao terceiro termo: p = 3 cor-
responde ao quarto termo.

Portanto, fazendo p = 3 no termo geral:

T = (lf):zﬂxﬁ- (10-3 - T = (130]23::3

em que

(10) ____lo! _ 1ot _

3 31(10 — 3)! 3171
10~ 9 -3 M _ 5 _
=32 17 120 e 2° =8

Logo, T = 120 - 8x* = 960x°.
Assim, o quarto termo € 960x".

. '
B A S s
e, RN

Qual é o coeficiente de x'° no desenvolvimento de
2+ 1)%?

Qual é o coeficiente de x* no desenvolvimento de

1) = =
[x 4 — ? Sugestao. Escreva a expressao sob a forma

(x + x b3

(UECE) O coeficiente de x* no desenvolvimento de
(3/x +2)%é:
a) 112
b) 140

c) 168
d) 224

L 8
Sugestao. Escreva a expressdo sob a forma (I >+ 2) .

(U. E. Londrina-PR) Se um dos termos do desenvolvi-
mento do bindmio (x + )%, com a € R, € 80x% entdao o
valor de a é:
a) 6 b) 5 c) 4

d) 3 e) 2

(U. Taubaté-SP) O termo independente de x no desen-

6
volvimento de [x + i} é:

x

a) 10 ¢) 40 e) 20

b) 30 d) 16

Encontre o termo que nio depende de x no desenvolvi-
_ 10

mento de (4 X — -3;} :

Sugestao. Escreva a expressao sob a forma
]

[x* + (=2x ]

Escrevendo o desenvolvimento do bindmio (x* — 2)® se-

gundo expoentes crescentes de x, determine o sexto termo.

(Mackenzie-SP) No desenvolvimento de (J—Z— + x)6
segundo expoentes crescentes de x, o termo central €:

a) 10x2 ¢) 40./2 »3 e) 20x3
b) 40x3 d) 123

" e T e e -~ = 1 s o L F T N e L BT e wy m i i a5
i —se g F e " T e ~ o F e - I ey r . - . :
0 N TR 1 _ -?.':.- e '\.-f-'. i ol e kP g i ) o l:l . : o l:q-" - "- " i
* I L | 1 W i
' " - = . S -y , : ! :
A .,'. o i :_.__ _.__.__.__.,J_F_.JL___ :_-rlu.. "',I:I' 2 "'.",'I\-'."":.-'r'- ".,.:_ il_._r . ‘__J‘r r‘ ol ] 4 '
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o(2)-(3)

Dois niimeros binomiais de mesmo numerador sio
iguais se, e somente se. tém o mesmo denominador ou
sao complementares, isto €:

== Sp=noup+k=n
p) k)

De acordo com essa propriedade, determine x em cada
uma das equacgoes:

b) CS. (x+3) = CS. fx+ 1}

Obtenha a soma dos coeficientes do desenvolvimento de
(3x — »)'. Sugestdo. Basta fazer x = y = 1. (Pense o
porque. )

Calcule a soma dos coeficientes do desenvolvimento de
(x + )&

(U. E. Londrina-PR) Se a soma dos coeficientes do
desenvolvimento do binémio (2x + y) € igual a 243,
entao o numero n &:

a) 12 b) 10 c) 8 d)5 e) 3

(Unifor-CE) A soma de binomiais

o) ()10 e e ()

NUMmMeros

€ 1gual a:
a) 2! c) 1009 e) 100o
b) 2t d) 1002

Sugesto. Multiplique cada parcela [ 160 J por
P

1P 110= P com o qué a expressido nio se altera.

Calcule, em funcdo de n, o valor do somatério

”

N n =" B
£ [ }t cm que 7 € p 5a0 numeros naturais com
p=10 P

= p.
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C.7

C.8

C.9

C.10

C.i1

C.12

C.13

Sugestdo. Desenvolva o somatério, obtendo:

BREEHE

e raciocine como no exercicio anterior.

(UFPR) O valor de n de modo que:

(1)< (2) )=

a) 3 b) 8 ¢) 10 d) 11 e) 12

Determine o coeficiente do termo em x* no desenvolvi-
mento de (x + 2)'(x — 2)".
Sugestdo. (x + 2)(x — 2)7 = [(x + 2)x — 2)]".

Determine o termo independente de x no desenvolvi-

1 ¥ -
mento de [;-r:—l— _] (x- — —] .
X X

2

11
Mostre que o desenvolvimento de (x e ) nao

possui o termo independente de x.
11
Sugestao. Escreva o bindmio na forma [x T+ 2 ] ;

(U. F. Santa Maria-RS) O valor de K, K # 0, para que o
coeficiente do termo 2. no desenvolvimenio de

5
[x e %] . seja 1gual a 80, é:
| 3 5
ﬂ) “j‘ .C) ‘? E) ?
b) 1 d) 2

(Unirio) No desenvolvimento de (x + y)"., segundo eXpo-
entes crescentes de x., a diferenca entre os coeficientes do
3% e do 2° termo, nessa ordem, € igual a 54. Podemos

afirmar que o termo médio é o:
a) 3° b) 4° c) >° d) 6° e) 72

Desenvolvendo a poténcia (x* + 2)® segundo expoentes
decrescentes de x, determine 0 guarto termo.
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1. CONCEITUACAO

Um automével serd sorteado dentre os clientes de um
shopping center, Paulo depositou 50 cupons em uma das
urnas espalhadas pelo shopping, e Janete depositou 20 cu-
pons. Hoje, dia do sorteio, os conteidos de todas as urnas
foram juntados, formando uma pilha de 10.000 cupons.
Um representante do shopping vai sortear um cupom.

E possivel medir a possibilidade de cada um ganhar o
automével. Como Paulo tem 50 cupons dentre os 10.000

e partici do sortelo, indicamos por 50
que participam elo, in P 70.000 a

medida da possibilidade de Paulo ganhar; analogamente,

20
10.000

a medida da possibilidade de Janete ganhar €

50 = 20
10.000 10.000
bilidades de Paulo e Janete ganharem, respectivamente.

Esse exemplo ajuda a entender que probabilidade €
um niimero que mede a possibilidade de ocorrer, ou nao,
um resultado.

As fragoes sdo chamadas de proba-

Experimento aleatorio

Todo experimento cujo resultado depende exclusiva-
mente do acaso é chamado de experimento aleatorio.

Exemplos

a) O lancamento de uma moeda em que se considera
como resultado a face voltada para cima € um experi-
mento aleatorio.

b) O lancamento de um dado em que se considera como
resultado o nimero de pontos da face voltada para
cima € um experimento aleatorio.

Espaco amosiral de um experimentio
aleatorio

O conjunto de todos os
resultados possiveis de um
experimento aleatorio €
chamado de espaco amos-
tral desse experimento.

CiD

Exemplos

a) No lancamento de uma moeda o espago amostral € o
conjunto £ = {cara, coroa}.

b) No lancamento de um dado, o espaco amostral € o
conjunto E = {1,2,3,4.5, 6}.

Evento de um espaco amosiral

Qualquer subconjunto de um espaco amostral € cha-
mado de evento desse espaco.

Exemplos

a) No lancamento de uma moeda, em que 0 eSpagco amos-
tral é E = {cara, coroa}, o conjunto A = {cara} € um
evento de E.

b) No lancamento de um dado, em que o espaco amostral
éE=1{1,2,3,4,5 6},oconjunto A = {1, 2,3,4} ¢
um evento de E.

Espaco amostral equiprovavel

Um dado foi lancado 1.000 vezes. O nimero de vezes
que ocorreu cada face é chamado de freqiiéncia absoluta
dessa face; e a razdo da freqiiéncia absoluta para o
nimero de vezes que foi realizado o experimento €
chamada de freqiiéncia relativa dessa face. A tabela a
seguir descreve o que ocorreu nesses 1.000 lancamentos.

| Fregiiéncia  Fregqiiéncia
| absoluta relativa
. 1G5
1 165 000 0,165
_ ) 168
2 168 7000 0,168
- 165
. — = 5
3 165 1000 0.165
| o3 5
- 163 000 0,163
169
5 169 T000 0,169
. 179 .
6 170 T000 0,170
Freqiiéncia
total = 1.000
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Observe que as freqiiéncias relativas sdo valores muito
proximos um do outro. Se aumentdssemos o nimero de
lancamentos do dado para 2.000, 3.000, 10.000 etc., as
fregii€ncias relativas se aproximariam cada vez mais,
tendendo a ficar iguais. Por isso, dizemos que o espago
amostral em um lancamento desse dado € equiprovavel.

Um espaco amostral € equiprovével se as fregiién-
cias relativas de seus elementos tendem a um mesmo
valor quando o nimero de experimentos aumenta
indefinidamente.

2. DEFINICAO DE PROBABILIDADE

Sejam E um espagco amostral equiprovavel, finito e
nao-vazio, € A um evento de E. A probabilidade de ocor-
rer algum elemento de A € indicada por P(A) e
definida por:

n(A)
n(E)

P(A) =

em que n(A) e n(E) indicam, respectivamente, 0 nimero
de elementos de A e de E.

B
L
"I.

¥’ EXERCICIOS RESOLVIDOS s

R1 No l:angaﬁmntn de uma moeda, qual € a probabilidade de
se obter cara na face voltada para cima?

Resolucdao
O espaco amostral desse experimento é
E = {[cara, coroa}, e queremos que ocorra o elemento do
, evento A = {cara}. Como n(A) = 1 e n(E) = 2, temos,
por definicao:
n(A) _ 1

n(E) 2

P(A) =

Podemos, também, dar a probabilidade sob forma de
porcentagem, isto é, P(A) = 50%.

R.2 No lancamento de um dado, qual é a probabilidade de se
obter, na face voltada para cima, um nimero de pontos
menor que 57
Resolucao
O espaco amostral desse experimento é:

E={l,2.3,4,5,6]

e queremos que ocorra algum elemento do evento
B={1,2,3,4}. Comon(B) = 4 en(E) = 6, temos, por
definicao:

R.3 No langamento de dois dados, qual é a probabilidade de
que a soma dos pontos das faces voltadas para cima seja
igual a 57
Resolucao
O espaco amostral desse experimento € o conjunto de
todos os pares ordenados de nimeros naturais (x, ¥) em
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que l =x=<6¢el <y= 6. 0nimero de elementos desse
espaco amostral pode ser calculado pelo principio funda-
mental de contagem. Observe:

(x, )
I |

nimeros de possibilidades — 6 X 6 = 36

A representacao desse espaco amostral é:

L A L)L B P (1,6))

(2,.1) (2,2)(2.3)_ ..o (2, 6)
E=1(31)(3,2)(3.3) ... (3.6)}\

(6,1) (6,2) (6,3) ... . (6,6)

Queremos que ocorra algum elemento do evento:
A=1{(1,4),(2,3),(3,2). (4 1)}
Como n(A) = 4 e n(E) = 36, temos por definicio:

Nota

Para entender que h4 duas maneiras diferentes de se ob-
ter uma face 2 e outra face 3, pinte um dado de vermelho
e 0 outro de azul. O resultado “face 2 no dado vermelho
e face 3 no azul” é diferente do resultado “face 2 no dado
azul e face 3 no vermelho”, pois as faces voltadas para
cima, no primeiro caso, nao sao as mesmas voltadas para
cima no segundo. Por isso, consideramos os pares (2, 3)

e(3,2).

Quem nao arrisca...

Voce ja deve ter se aventurado em um jogo de
loteria. Continue acreditando em sua sorte, mas,
conhega antes suas chances de ficar rico.

A quina & uma modalidade de jogo de apostas
cujo resultado & formado por 5 dezenas, em qual-
quer ordem, sorteadas dentre 80 dezenas. O apos-
tador assinala um minimo de 5 e um maximo de 8
dezenas, em um cartao com 80 dezenas. O numero
de cartées que podem ser formados com a aposta
minima € Cgn 5 = 24.040.016. Logo, a probabilidade
de serem sorteadas as dezenas de um cartao com a

1
24.040.016
Na mega-sena o resultado é formado por 6 deze-
nas sorteadas dentre 60 dezenas. O apostador assi-
nala um minimo de 6 e um maximo de 15 dezenas,
em um cartao com 60 dezenas. O numero de
cartoes que podem ser formados com a aposta
minima € C5; ¢ = 50.063.860. Logo, a probabilidade
de serem sorteadas as dezenas de um cartao com a
1
50.063.860
Tendo como referéncia esses dois exemplos,
calcule vocé mesmo a probabilidade de ganhar em
cada uma das outras loterias oficiais.

aposta minima é ~ 0,000000041.

aposta minima é = (0,000000019.



Propriedades

Sendo E um espaco amostral equiprovavel, finito e
nao-vazio, e A um evento de E, tem-se que:

I) P(0) =0
n(@) 0

pois P & = W(E) n(E) =0

Nota
O evento @ é chamado de evento impossivel.

) P(E) =1
pois P(E) =

Nota
O evento E, que coincide com o préprio espago amos-
tral, é chamado de evento certo.
) 0 = PA) =1
pois @ C A CE= n(d) = n(Ad) = n(f)
. n(Q) n(A) _ n(E)
T n(E) n(E) n(E)
LO=sPA) <1
IV) Sendo A o conjunto dos elementos de E que ndo
pertencem a A, tem-se que:

P(A) + PA) = 1

n(kE)

i

=<

A

pois, como A UA = Ee A N A = (J, tem-se que:

n(A) + n(A) = n(E)
. n(4) . nA) _
" n(E) n(E)

“.PA) + PA) = 1

Nota
O evento A é chamado de complementar de A.

=

; o =l L
4’ EXERCICIOS RESOLVIDOS i i

R.4 Uma urna contém bolas coloridas. Retirando-se uma
bola dessa urna, a probabilidade de se obter uma bola
vermelha € 0,64. Qual € a probabilidade de se obter uma
bola que ndo seja vermelha?

Resolucdo

Indicando por A o evento formado pelas bolas verme-
lhas, o complementar de A é o evento A formado pelas
bolas ndo vermelhas. Sabemos que:

P(A) + P@&) = 1

Logo:
P(A) =1 — P(A)
JoPA)=1—0,64 =036

Temos, portanto, que a probabilidade de se obter uma
bola que nfo seja vermelha é 0,36.

R.S Uma urna contém apenas bolas brancas e bolas azuis.
Retirando-se, ao acaso, uma bola da urna, a probabi-
lidade de se obter uma bola azul é o quadruplo da proba-
bilidade de se obter uma bola branca. Qual € a probabi-
lidade de se obter uma bola branca?

Resolucdo

Sendo os eventos A ={x | x é bola azul da urna} e
B=1{y | y é bola branca da urna}, temos que
P(A) = 4P(B). Como a urna contém apenas bolas brancas
e bolas azuis, temos que A e B sio eventos complemen-
tares, portanto P(A) + P(B) = 1. Assim, resolvendo o
sisterna:

P(A) = 4P(B)
P(A) + P(B) = 1

obtemos P(B) = % , Ou seja, a probabilidade de se obter

1
2

uma bola branca é

B.1 (UNOPAR) A probabilidade de vocé ganhar uma bici-
cleta numa rifa de 100 nimeros da qual vocé comprou
gquatro nimeros &:

2 1 1
a) = ©) 55 ° 5o
1 1
b) 7o 4) 30

B.2 Uma urna contém exatamente cem etiquetas numeradas

de 1 a 100. Retirando uma etiqueta dessa urna, qual € a
probabilidade de obtermos um niimero menor do que 417

B.3 (U. E. Londrina-PR) No langcamento de duas moedas, a
probabilidade de se obter pelo menos uma cara é€:
a) 50% c) 25% e) 33%
b) 100% d) 75%

B.4 No lancamento de dois dados, calcule a probabilidade de
se obter nas faces voltadas para cima:
a) soma dos pontos igual a 7.
b) soma dos pontos 1gual a 6.
c) soma dos pontos igual a 13.
d) soma dos pontos menor que 5.
€) soma dos pontos menor que 13.

B.5 (Osec-SP) Lancando-se dois dados, a probabilidade de
ocorrer a face com 5 pontos em pelo menos um dos

dados é:
11 5 1
2) 3¢ ) 18 ®) 36
1 1
= d) —
o) 3 ) 6

B.6 (Cesgranrio) Sorteando-se um niimero inteiro n,
1 = n =< 999, a probabilidade de se obter um miltiplo

de 9 é:
| 2 1
) 599 Sl ®) 5
1 1
5 To d) 3

B.7 No langamento de trés dados, qual € a probabilidade de
obtermos niimeros iguais de pontos nos trés dados?
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B.8 Uma moeda € lancada trés vezes. Qual a probabilidade
de obtermos cara nos dois primeiros lancamentos e coroa
no terceiro?

B.9 Lancando-se trés vezes uma moeda, qual € a probabi-
lidade de se obter cara nos dois primeiros lancamentos?

B.10 No lancamento de trés moedas, qual € a probabilidade de
se obter duas caras e uma coroa?

B.11 Uma comissdo de trés pessoas serd escolhida dentre
cinco pessoas, sendo apenas uma de nome Paulo. Qual é
a probabilidade de Paulo participar da comissao?

B.12 Se num grupo de quinze homens e cinco mulheres sorte-
armos trés pessoas. qual € a probabilidade de serem
sorteados dois homens e uma mulher? Sugestio. Cada
elemento do espago amostral £ € um conjunto de trés
pessoas escolhidas dentre as pessoas do grupo. Cada
elemento do evento A que se deseja € um conjunto de trés
pessoas, sendo dois homens e uma mulher, escolhidos
dentre as pessoas do grupo.

B.13 Ao atirar num alvo, a probabilidade de uma pessoa acer-

ta-lo € % Qual € a probabilidade de ela errar?

B.14 Uma caixa contém limpadas perfeitas e lampadas defei-
tuosas. Escolhendo ao acaso trés lampadas dessa caixa,
a probabilidade de obtermos pelo menos uma lampada

17

defeituosa é 33 Qual & a probabilidade de retirarmos

trés lampadas perfeitas da caixa?

B.15 (PUC-SP) No lancamento de trés dados, a probabilidade
de nao se obter nas trés faces voltadas para cima o

mesmo numero de pontos é:

| 7 35
a) 3¢ ©) 3g ®) 35
1 11
b) 3 ) 3¢

B.16 A probabilidade de um cavalo vencer uma corrida € o
triplo da probabilidade de perder. Qual é a probabilidade
de que esse animal venca a corrida?

Exercicios complementares de C.1 a C.7

3. ADICAO DE PROBABILIDADES

Teorema

Seja E um espaco amostral equiprovavel finito e
nao-vazio. Para quaisquer eventos A € B de E, tem-
se que:

P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N B)

Demonstracao
Pelo principio aditivo de contagem, temos que:
n(A U B) = n(A) + n(B) — n(A "M B)

Lavidindo por n(E) ambos os membros dessa igualdade,
obtemos:

n(A U B) n(A) in(B) n(A N B)
n(E) n(E) n(k) n(kE)
S.PIA L 3)= P(A) + P(B) — P(A N B)

(c.q.d.)
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Evenios mutuamente exclusivos

Os eventos A e B sao chamados de mutuamente
exclusivos se, e somente se, A N B = .

E

Nesse caso, temos que:
P(AUB)=PA) + P(B)

Nota

O teorema da adicao de probabilidades € aplicado
na resolucdo de problemas que pedem a probabilidade de
ocorrer um evento A ou um evento B, pois o conectivo ou
indica a uniao dos eventos.

B
e
i,
']

_;’_F

4 EXERCICIOS RESOLVIDOS

R.6 Sejam A e B dois eventos de um espaco amostral E.
Determinar P(A), sabendo que:
I 11

=+ PAUB) = o e AN B) =

P(B) = 20

1
6
Resolucdo
Pelo teorema da adicdo de probabilidades, temos que:

P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N B)

i 11

el e 101 § s

* 30 5 —t—‘5 P(A)
Logo, P(A) = %

R.7 Sejam A e B dois eventos mutuamente exclusivos de um
espaco amostral E. Determinar P(A U B), sabendo que

| 1 2
P — = —
(A) 5 € P(B) .

Resolucao

Compo A e B sdo mutuamente exclusivos, isto é,
A N B = O, temos que:

P(A U B) = P(A) + P(B)
I 2 17

SSPAUB) = = & = =24
( =55 =35

R.8 Uma urna contém exatamente vinte bolas, numeradas de
| a 20. Retira-se, ao acaso, uma bola da urna. Qual € a
probabilidade de se obter uma bola com um numero
multiplo de 2 ou de 3?7

Resolucdo
O espaco amostral do experimento é:

E=1{1,2.3,4,..,20) ... n(E) = 20



Consideremos dois eventos: um deles, caracterizado

- pela propriedade anterior ao conectivo ou, e 0 outro,
caracterizado pela propriedade posterior ao conectivo ou
do enunciado. Isto é:

A = {x € E|xémiltiplode 2} = {2,4, 6, ..., 20}

Con(A) =10
B = {y € E|yémiltiplode 3} = {3,6,9, ..., 18}
C.n(B) =6

Queremos a probabilidade de ocorrer algum elemento de
A ou B, ou seja, P(A U B). Para isso, precisamos de A (M B:

ANB={6,12,18} .. n(A NB)=3

Logo, temos:
PAUB)=PA) + P(B)— PAN B)=
SHAUR=3 " 0
Nota

Sempre que a pergunta do problema for da forma “Qual
¢ a probabilidade de ocorrer A ou B7”, a resolucao pode
ser feita através do teorema:

P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N B)

R.9 Uma urna contém cinco bolas vermelhas, trés bolas
azuis e quatro bolas brancas. Retira-se, ao acaso, uma
bola da urna. Qual € a probabilidade de sair uma bola
vermelha ou uma bola azul?

Resolucdo

O espaco amostral é:
E={x|xéboladauma} .".n(E)= 12

Consideremos dois eventos:

A = {y € E| yé bola vermelha} .". n(4) =5;
B={z&E E|zébolaazul}..n(B) =23

Observe que A e B sdo mutuamente exclusivos, 1sto €,
ANB=.
Logo, temos:

PAUB)=PA) +PB)=PAUB) =
15 4 3 8 2

I
[—
2
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B.17 Uma urna contém exatamente trinta etiquetas numeradas
de 1 a 30. Retirando-se, ao acaso, uma etiqueta da urna,
qual € a probabilidade de obtermos um numero menor do
que 20 ou um numero impar?’

B.18 (Vunesp) Lancando-se simultaneamente dois dados nio
viciados, a probabilidade de que sua faces superiores
exibam soma ignal a 7 ou 9 é:

I 4 2 5 3
i By — —_— = el —s
%) g S Vqr. V" ¥y

B.19 (Cesgranrio) Lancando-se simultaneamente um dado e
uma moeda, qual € a probabilidade de se obter a face
cara na moeda ou a face 6 no dado?

7 2 . 4 3 l

V¥ By Q@ b5 93

B.20 Uma caixa contém exatamente 1.000 bolas numeradas
de 1 a 1.000. Qual é a probabilidade de se tirar, ao acaso,
uma bola contendo um ndmero par ou um namero de
dois algarismos?
a) 45%  b) 59% ¢) 50%

d) 19% e) 54.5%

B.21 Num grupo de sessenta pessoas, dez sdo torcedoras do
Sao Paulo, cinco sdo torcedoras do Palmeiras e as outras
sao torcedores do Corinthians. Suponha que cada pessoa
torca para um unico clube. Escolhido ao acaso um
elemento do grupo, a probabilidade de ele ser torcedor
do Sdo Paulo ou do Palmeiras é:
a) 0,40 Db)0,25 c) 0,50 d) 0,30 e) n.d.a.

B.22 Dentre os automdéveis estocados no patio de uma monta-

dora escolhe-se um, ao acaso. A probabilidade de que o

automovel escolhido tenha freio ABS é %, a probabi-

lidade de que ele tenha direcido hidraulica é % € a pro-
babilidade de que ele tenha freio ABS e dire¢do hidrau-

11

lica € ——. A probabilidade de que esse automoével

24
tenha freio ABS ou direcéo hidraulica €:
7 1 3 I 5
gy Wy Sy By - Y

Exercicios complementares de C.8 a C.13

4. PROBABILIDADE CONDICIONAL

Uma urna contem exatamente vinte etiquetas nume-
radas de 1 a 20. Retira-se uma etiqueta da urna. Sabendo-
se que o numero da etiqueta € par, qual € a probabilidade
de que esse niumero seja 27

Como sabemos que o nimero da etiqueta retirada ¢

par, temos como espaco amostral o seguinte conjunto:
A=1{2,4,6,8, 10, 12, 14, 16, 18, 20} .". n(A) = 10
O evento que queremos € B = {2} .. n(B) = 1.

n(B) I

n(A) 10
Note que o fato de sabermos que ocorreu o evento

“namero par’ faz com que o espaco amostral fique redu-
z1do a esse evento.

Logo, P(B) =

Definicao

Chama-se probabilidade condicional de um
evento B a probabilidade de esse evento ocorrer
considerando-se que jd ocorreu um evento A.

Indicamos essa probabilidade por P(B/A) (1é-se “probabi-
lidade de B, dado A™).

Analisemos o seguinte problema genérico: 0 espaco
amostral E de um experimento aleatorio € equiprovavel,
finito e ndo-vazio. A e B sdo eventos de E, com A # .
Ao realizar-se o0 experimento, ocorre o evento A. Qual é
a probabilidade de ter ocorrido também o evento B?

E
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Devemos calcular P(B/A). Como sabemos que ocorreu
o evento A, o espaco amostral fica reduzido a esse evento.
O evento B, por sua vez, sO podera ocorrer na interseccao
de A e B. Assim, temos que:

n(A N B)

P(BIA) = -y

Note que, se A e B forem mutuamente exclusivos, entdo

P(B/A) = 0.

) EXERCICIOS RESOLVIDOS mmmms

= =]

R.10 No lancamento de um dado, considerar os seguintes
eventos A = {1,2,3,4}; B={3,4,5, 6}.

Qual € a probabilidade de ocorrer o evento B, sabendo-se

que ocorreu o evento A?

E

Resolucao
Sabemos que ocorreu 0 evento A; logo, 0 espaco amos-
tral fica reduzido a esse evento. O evento B s6 podera
ocorrer na mterseccao de A e B. Assim, temos:

n(A N B)

= i .
P(BIA) o >

=
2

R.11 No langamento de dois dados, sabe-se que se obteve nas
faces voltadas para cima a soma dos pontos igual a 6.
Qual € a probabilidade de que essas faces apresentem o
mesmo numero de pontos?

Resolucao
Temos dois eventos a considerar:

A={(1,5),(2,4),3,3), 4 2), (5 1)}
B={(1,1),(2.2),(3.3), (4, 4). (5. 5). (6. 6)}

Como sabemos gue ocorreu o evento A, o evento B s0
poderd ocorrer na interseccdo de A e B, isto €, o par

(3, 3). Assim, temos P(B/A) = =

>
s
U’llr—

Ay
a '. i
I

4 £ O S R ST L B o
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B.23 Uma urna contém exatamente vinte bolas, numeradas de
I a 20. Retirando-se ao acaso uma bola dessa uma,
observa-se que ¢ nimero é menor do que 8. Qual € a
probabilidade de que esse niimero seja par?

B.24 (U. F. S. Carlos-SP) Dois dados usuais e ndo-viciados
sao lancados. Sabe-se que os nimeros observados sao
impares. Entao, a probabilidade de que a soma deles seja

8 é:
2 1 2 1 2
Vg g S35 9Oy
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B.25 (Osec-SP) O niimero da chapa de um carro € par. A
probabilidade de o algarismo das unidades ser zero €:

1 1 4 1
V49 P53 97 ©) 5

£

d) 5

B.26 (UFBA) Todos os 40 alunos de uma classe ja leram pelo
menos um dos romances Memorias Postumas de Brds
Cubas ou Dom Casmurro, de Machado de Assis. Vinte e
oito alunos ji leram Memodrias Postumas de Brds Cubas
¢ 31 alunos ja leram Dom Casmurro. Escolheu-se um
desses.alunos, ao acaso, constatando-se que ele ja havia
lido Dom Casmuirro.

A probabilidade de que o aluno escolhido tenha lido Me-
morias Postumas de Brdas Cubas é:

17

19 1
b) 5o

3 17
2) 31 57 D3¢ 31

Eventos independentes

Definicio

Seja um espaco amostral E, finito ¢ ndo-vazio.
Sejam A e B eventos de E. Dizemos que A e B sio
eventos independentes se, e somente se:

P(B/A) = P(B) ou P(A/B) = P(A)

Exemplo

Uma moeda € lancada duas vezes. Vamos calcular a
probabilidade de:
a) obtermos cara no segundo lancamento;
b) obtermos cara no segundo langamento, sabendo que
obtivemos cara no primeiro lancamento.
Vejamos:
a) O espaco amostral é:

Cara Coroa

W ¢

E — {(C! c)! (C? k)? (k'!' k)i‘ (k! C)}

Son(E) =4
O evento que queremos € A = {(c, ¢), (k, ¢)}
n(A) = 2.

n(A) 2 1

r—= ‘—'7‘

Logo, P(A) = n(E) Z




b) Temos dois eventos a considerar:

cara no primeiro lancamento (B) = B = {(c, ¢), (¢, k)}
cara no segundo lancamento (A) = A = {(¢, ¢), (k, ¢)}

Como sabemos que ocorreu o evento B, temos que o
evento A sO pode ter ocorrido na interseccao de A e B:

n(A N B) 1

PAB==0m 2
Observando as respostas dos itens (a) e (b), temos que
P(A/B) = P(A) = %

Por isso, dizemos que A e B sdo eventos independentes.

¥ EXERCICIO RESOLVIDO ——

R.12 De uma urna com 5 bolas de cores diferentes, azul,
vermelha, verde, marrom e preta, foram sorteadas suces-
sivamente duas bolas. Sabendo que na primeira retirada
sorteou-se uma bola vermelha e que esta foi reposta na
urna, qual é a probabilidade de que, na segunda retirada,
também tenha saido a bola vermelha?

Resolucao
Para a segunda retirada a urna continuava com 3 bolas,
pois a primeira bola foi reposta. Logo, a probabilidade de

ter saido bola vermelha na segunda retirada ¢ %

Note que os eventos “resultado na primeira retirada™ e
“resultado na segunda retirada” sio independentes
quando hd reposicdo da primeira bola, pois a probabili-
dade de ocorrer um certo resultado no segundo experi-
mento independe do resultado do primeiro. Porém, se
nio tivesse sido reposta a primeira bola, os eventos seri-
am dependentes, pois a probabilidade de sair bola ver-
melha na segunda retirada seria 0 (zero), se ja tivesse sa-

- - u - - 1
ido bola vermelha na primeira retirada, ou seria 7 °m

caso contrario. Ou seja, a probabilidade do segundo ex-
perimento dependeria do que ocorreu no primeiro.

5. MULTIPLICACAO DE
PROBABILIDADES

Seja E um espaco amostral equiprovavel, finito e nao-
vazio. Sejam A e B eventos de E.

mmmmmmm

-----
s 1

Dividindo o numerador € o denominador dessa fracao
por n(E), temos que:

n(A N B)
P(BIA) = Egi; s

n(L)

P(A N B)
P(A)

P(B/A) =

P(ANB) = P(A) - P(B/A)

Nota
Se A e B forem eventos independentes, entao:

P(A M B) = P(A) - P(B)

} rd

#' EXERCICIOS RESOLYIDOS |

R.13 Uma urna contém precisamente sete bolas: quatro azuis
e trés vermelhas. Retira-se, ao acaso, uma bola da urna.
registra-se sua cor € repoe-se a bola na urna. A seguir,
retira-se novamente uma bola da urna e registra-se sua
cor. Calcular a probabilidade de:

a) sair uma bola azul e depois uma vermelha;

b) sairem duas bolas de cores diferentes.

Resolucdo
A A A A

vV V V

Convencio. A e V representam bola azul e bola verme-

Iha, respectivamente.

a) Queremos que a primeira bola retirada seja azul e a
segunda seja vermelha. A probabilidade de a primeira

bola sair azul é i

- €a probabilidade de a segunda

betisaar vermelha e %

obtermos a seqiiéncia:

4.3 _12
7 49

Assim, a probabilidade de

Pelo teorema

da multiplicacio
de probabilidades
b) Temos duas seqii€ncias possivels, com as respectivas
probabilidades:
4 3 12
AeV.Bi=5 "7 =79
ou
3 1 12
VeA P=— » — = —
- 7 7 49

Assim, a probabilidade total é:

12 12 24

PE=PTh=% "% =%
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R.14 Uma urna contém exatamente sete bolas: quatro azuis e
trés vermelhas. Retira-se, ao acaso, uma bola da urna,
registra-se sua cor e nao se repoe a bola na urna. A
seguir, retira-se outra bola da urna, registrando-se sua
cor. Calcular a probabilidade de:

a) sair uma bola azul e depois uma vermelha:
b) sairem duas bolas de cores diferentes.

Resolucao
A A A A
V V V

a) A probabilidade de a primeira bola retirada ser azul é

4

- ea probabilidade de a segunda bola retirada ser

vermelha, sabendo-se que a primeira bola foi azul, é

W : ; :
3 (diminuimos uma unidade no denominador, pois
nao houve reposicio da primeira bola).

Assim, a probabilidade de a seqiiéncia:

A e V ocorrer é P = i 3

7 6

Pelo teorema
da multiplicacdo
de probabilidades

b) Temos duas seqiiéncias possiveis, com as respectivas

probabilidades:
4 3 2
e P —_— e e =
AeV, P > z 5
ou
®
3 4 2
VeA P= - g ~ 7
Logo, a probabilidade total é:
2 2 4
=P+ P, = — el e
P | + B 5 = . 7

R.15 Uma urna contém exatamente nove bolas: cinco azuis e
quatro vermelhas.

a) Retirando simultaneamente trés bolas da urna, qual a
probabilidade de obtermos duas bolas azuis e uma
vermelha?

b) Retirando sucessivamente, sem reposicio, trés bolas
da urna, qual a probabilidade de obtermos duas bolas
azuis e uma vermelha?

Resolucao
a) O espaco amostral £ é formado por todos os conjuntos
possiveis de trés bolas da urna. Assim, temos que:
ol 91

AE) =Gy s = 3109 —3) 3161 A

O evento A que nos interessa € formado por todos os
conjuntos possiveis de trés bolas da urna, sendo duas
azuis e uma vermelha. Assim, temos que:

nA) = Cs, * Cy =104 = 40

n(A) 40 10
n(E) 84 2

b) Temos trés seqii€ncias possiveis, com as respectivas

probabilidades:
= S ook e (10
AV =g 7 & &
e W e 1Ll
AVA, P, R P oLl
VAA.P3=4'5'4=I._O

Logo, a probabilidade total é:

P=P +P,+ P, =

_ 10 10 10 _ 30 _ 10

~@ @ T@é o

Comparando os itens (a) e (b) do exercicio R.15,

percebemos que a probabilidade de retirarmos simulta-
neamente as bolas da urna é igual a probabilidade de
retird-las sucessivamente e sem reposicao. Esse resul-
tado pode ser generalizado da seguinte maneira:

Propriedade

Sejam a;, a,, as, ..., a; elementos de um conjunto
A com n elementos. A probabilidade de se retirar
simultaneamente esses k elementos do conjunto A é
igual a probabilidade de se retird-los sucessivamente
e Sem reposicao.

Sugerimos que todo problema onde for pedida a pro-
babilidade de retiradas simultaneas seja transformado
em retiradas sucessivas e sem reposicao. Cuidado! Nas

retiradas sucessivas a ordem dos elementos retirados

deve ser levada em consideracio.

¥ EXERCICIO RESOLVIDO ©

R.16 Uma urna contém exatamente onze bolas: seis azuis e
cinco vermelhas. Retirando-se simultaneamente quatro
bolas, qual € a probabilidade de sairem trés bolas azuis e
uma vermelha?

Resolugdo

Em vez de retirarmos as bolas simultaneamente, resol-
veremos um problema equivalente, retirando as bolas
sucessivamente e sem reposicao.

Assim, as seqiliéncias que nos interessam, com suas
respectivas probabilidades, sdo:

AAAMP,z.iI _I%. %._g_zs_ﬁ .
MVA,Pl,:-%- 150 .; _%:65_6 A
Avmlpjz% 150 .; .%:%éﬁ_ .
VAAA,P4=15_1 % % % :Fﬁﬁ
Assim, a probabilidade total é:
P=P,+P3+P3+P4=-%_=%

Nota
Poderiamos ter calculado apenas P, e multiplicd-lo por
4, pois todas as seqiiéncias terdo a mesma probabilidade.



B.27

B.28

B.29

B.30

B.31

B.32

B.33

B.34

B.35

4 EXERCICIOS BASICOS

Uma urna contém precisamente nove bolas: trés brancas,
duas pretas e quatro azuis. Retirando-se trés bolas da
urna, uma de cada vez ¢ com reposicio, calcule a proba-
bilidade de sairem:

a) a primeira bola branca, a segunda bola preta e a terceira

bola azul;
b) trés bolas de cores diferentes;
¢) trés bolas azuis.

Uma urna contém exatamente sete bolas: trés brancas e

quatro pretas. Retirando-se sucessivamente ¢ sem repo-

sic@o trés bolas, qual a probabilidade de:

a) sairem as duas primeiras bolas pretas e a terceira
branca?

b) sairem duas bolas pretas e uma branca?

¢) sair pelo menos uma bola branca?

Uma urna contém exatamente nove bolas: cinco brancas
e quatro pretas. Retirando-se simultaneamente trés
bolas, qual é a probabilidade de:

a) sairem duas bolas brancas ¢ uma preta?

b) safrem trés bolas pretas?

¢) sair pelo menos uma bola branca?

d) sairem no maximo duas bolas brancas?

No lancamento de um dado e uma moeda, qual € a proba-
bilidade de se obter cara na moeda e a face 5 no dado?

Uma moeda é lancada cinco vezes. Qual € a probabili-
dade de se obter:

a) cinco caras? b) trés caras e duas coroas?

(Vunesp) Num grupo de 100 pessoas da zona rural, 25
estdo afetadas por uma parasitose intestinal A e 11 por
uma parasitose intestinal B, n#o se verificando nenhum
caso de incidéncia conjunta de A e B. Duas pessoas desse

grupo sao escolhidas, aleatoriamente, uma apos a outra.

Determine a probabilidade de que, dessa dupla, a primeira

pessoa esteja afetada por A e a segunda, por B.

(U. E. Londrina-PR) Num baralho comum, de 52 cartas,
existem quatro cartas “eito”. Retirando-se duas cartas
desse baralho, sucessivamente e sem reposicao, gual a
probabilidade de se obter um par de “oitos”?

a) 1 c) : e) -
2.704 1.352 442

1 |

) 2.652 d) 221

(FGV-SP) Numa sala existem seis casais; entre estas 12

pessoas, duas sao selecionadas ao acaso.

a) Qual a probabilidade de selecionarmos um homem e
sua esposa’

b) Qual a probabilidade de selecionarmos dois homens?

(UNAERP) Em um campeonato de tiro ao alvo, dois
finalistas atiram num alvo com probabilidade de 60% e
70%. respectivamente, de acertar. Nessas condigoes, a
probabilidade de ambos errarem o alvo é:

2)30% B)42% ¢)50% d)12%  e) 25%

' Exercicios complementares de C.16a C.21
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C.1

C.2

C3

C4

B

C.6

W EXERCICIOS COMPLEMENTARES

(Fuvest-SP) Uma urna contém 9 bolas, numeradas de
1 a 9. Sorteiam-se, com reposicao, duas bolas. A proba-
bilidade de que o nimero da segunda bola seja estrita-
mente maior que o da primeira €:
72 | 36 30 45

a) T b) 5 C) =T d) T e) T
(Vunesp) O resultado de uma pesquisa realizada pelo
Ipesp sobre o perfil dos fumantes e publicada pela revista
Veja de 3/6/98 mostra que, num grupo de 1.000 pessoas,
17% fumam e, dentre os fumantes, 44% sao mulheres.
Se, nesse grupo de 1.000 pessoas, uma € escolhida ao
acaso, a probabilidade de ela ser fumante e mulher &,
aproximadamente:

a) 0,044 b)0,075 ¢)044

d) 0,0075 e) 0.0044

(Fuvest-SP) Escolhem-se ao acaso dois numeros natu-
rais distintos de 1 a 20. Qual € a probabilidade de que o
produto dos ntiimeros escolhidos seja impar?

1
d)?

9 1 -9
a) 28 b) a5 C) 20
A Supersena € uma modali-
dade de jogo em que O
apostador assinala um mi-
nimo de 6 e um maximo de
15 dezenas em um cartao
com 48 dezenas. Dentre es-
sas guarenia e oito dezenas
sdo sorteadas seis.

a) Calcule o numero de
cartoes diferentes que
podem ser {formados e
com a aposta minima. _ —

b) Qual é a probabilidade
de serem sorteadas as S ———
dezenas de um cartdo e | |
com a aposta minima?
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Marcia precisa telefonar para sua prima Priscilla, mas se
esqueceu do numero do telefone. Lembra-se apenas de
que o niimero € formado por sete algarismos e que os trés
primeiros sfo 8, 6 ¢ 9, nessa ordem. Qual € a probabi-
lidade de, em apenas uma tentativa, Marcia discar 0
nimero correto?

(Enem) Em um concurso de televisdo. apresentam-se ao
participante 3 fichas voltadas para baixo, estando repre-
sentadas. em cada uma delas, uma das letras T, V ou E.
As fichas encontram-se alinhadas em uma ordem qual-
quer. O participante deve ordenar as fichas ao seu gosto,
mantendo as letras voltadas para baixo, tentando obter a
sigla TVE. Ao desvird-las, para cada letra que esteja na
posicio correta ganhard um prémio de R$ 200,00.
I) A probabilidade de o participante nao ganhar qual-
quer prémio € igual a:
| I 1

I) A probabilidade de o concorrente ganhar exatamente
o valor de R$ 400,00 € igual a:
1

d 2
C)TZ- ]? e)

a) 0 b)—;h

|

a) 0 b)—;}- 3
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C.7 (UFBA) No lancamento de trés dados, qual é a probabi-
lidade de que o produto dos trés niimeros (de pontos) ob-
tidos seja par? Sugestdo. Calcule, inicialmente, a proba-

bilidade do evento complementar.

0
&8

Um baralho € composto de 52 cartas distribuidas em
quatro naipes: ouros (@), copas (%), espadas (4) e
paus (¢). Para cada naipe existem treze cartas: A (4s), 2,
3.4, 5,6, 7, 8 9,10, J (valete), Q (dama) e K (rei).
Sorteando-se, ao acaso, uma carta desse baralho, qual é
a probabilidade de se obter um rei ou uma carta de paus?

C.9 Em uma conferéncia estao reunidos: cinco mulheres e
sete homens, matemdticos; quatro mulheres e oito
homens, fisicos; seis mulheres e quatro homens, qui-
micos. Uma pessoa € escolhida, ao acaso, para presidir a
conferéncia. Qual a probabilidade de que essa pessoa
seja mulher ou matemaético(a)?

C.10 (FGV-SP) Roberto J., administrador recém-formado,

envia um curriculo para duas empresas A e B, & procura

de emprego. A probabilidade de ser aceito pela empresa

A € de 25%, a probabilidade de ser aceito pela empresa

B é 20% e a probabilidade de ser aceito por ambas é 8%.

a) Qual € a probabilidade de ser aceito por ao menos
uma empresa’

b) Qual € a probabilidade de ser aceito por exatamente
uma empresa’

C.11 Num colégio, a probabilidade de um aluno, escolhido ao
acaso, ter 18 anos ou mais € 38% e a probabilidade de ter
|8 anos ou menos € 79%. Qual a probabilidade de esse

aluno ter exatamente 18 anos?

C.12 (Fuvest-SP) A probabilidade de que a populacio atual de
um pais seja de 110 milhdes ou mais € 95%. A probabi-
lidade de ela ser de 110 milhoes ou menos é 8%. Calcule

a probabilidade de essa populacdo ser de 110 milhoes.

C.13 Na gdndola de um supermercado hd somente sabonetes

azuis ou da marca Lux, num total de 140 unidades: 80
azuis e 100 da marca Lux. Retirando-se, ao acaso, um
sabonete dessa gondola, qual é a probabilidade de se
obter um sabonete azul da marca Lux?

C.14 Uma pesquisa feita entre setenta pessoas revelou que, 35

J4 consumiram o produto A; cinglienta ja consumiram o
produto B: e cinco ainda ndo consumiram nem A nem B.
Escolheu-se uma dessas setenta pessoas ao acaso, e ela ji
havia consumido o produto A. Qual € a probabilidade de
que essa pessoa também tenha consumido o produto B?
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C.15

Clé

C.17

C.18

C.19

C.20

C.21

Um baralho de 52 cartas é
constituido por quatro nai-
pes — ouros, paus, espa-
das e copas —, sendo treze
cartas de cada naipe: A, 2,
3,4,5,6,7,8,9,10,),Qe
K. Escolhida uma carta
desse baralho e sabendo
que essa carta € um 4s (A),
qual € a probabilidade de
que esse 4s seja de copas?

(Fuvest)

a) Construa o espaco amostral formado pelas oito possi-
bilidades de distribuicao de sexo (M ou F) dos trés
filhos de um casal. Determine nesse espaco 0s sub-
conjuntos correspondentes aos eventos.

A — Existem crianc¢as de sexos diferentes.
B — Existem pelo menos duas meninas.

b) Supondo que as oito possibilidades sdo igualmente pro-
vaveis, mosire que A e B sdo eventos independentes.
Sugestao. Vocé deve provar que P(A/B) = P(A) ou
que P(B/A) = P(B).

Num teste de sete questdes do tipo “classificar a sentenga
como verdadeira ou falsa”, a probabilidade de um candi-
dato, que responde a todas ao acaso, acertar pelo menos
seis questoes é:

| ] 1

2) 556 ) &1 ®) 16
1 1
b) 128 d) 39,

Uma prova é composta de cingiienta testes de muiltipla
escolha, cada um com cinco alternativas, sendo apenas
uma correta. Qual € a probabilidade de que um aluno,
apenas “chutando”, acerte todas as questoes?

Uma moeda € lancada 5 vezes. Calcule a probabilidade
de se obter a face “cara” voltada para cima em pelo me-
nos um lancamento. Sugestao. Calcule inicialmente a
probabilidade do evento complementar, isto €, de nio se
obter nenhuma *‘cara”.

(SUPRA) Tem-se dois dados, sendo um perfeito e o ou-
tro com todas as faces marcadas com 6 pontos. Um deles
€ escolhido ao acaso e lancado. A probabilidade de se
obter 6 é:

7 7 1 ,
Aom ) T2 ®) &

6 6
b) = ) 37

Sugestao. Vocé deve calcular a probabilidade: “‘escolher
dado A e obter 6 ou escolher dado B e obter 6”.

(Vunesp) Um piloto de férmula 1 estima que suas chan-
ces de subir ao podio numa dada prova sao de 60% se
chover no dia da prova e de 20%, se ndo chover. O ser-
vico de meteorologia prevé que a probabilidade de cho-
ver durante a prova € de 75%. Nessas condicoes, calcule
a probabilidade de que o piloto venha a subir ao pédio.

Sugesiao. Vocé deve calcular a probabilidade: “chover
e ele subir ao pédio ou ndo chover e ele subir ao pédio”.





