Definicao

Seja V um conjunto ndo-vazio qualquer de objetos no qual
estdo definidas duas operacdes, a adicdo e a multiplicagdo
por escalares (nimeros). Por adigdo nés entendemos uma
regra que associa a cada par de objetos u e vem V um obje-
to u + v, chamado a soma de u com v; por multiplicacdo por
escalar nés entendemos uma regra que associa a cada
escalar k e cada objeto v em V um objeto kv, chamado o
miltiplo de v por k. Se os seguintes axiomas s20 satisfeitos
por todos objetos u, v e w em V e quaisquer escalares k e [,
entdo nés dizemos que V € um espaco vetorial e que 0s Db_]ﬂ-
tos de V sdo vefores.



()

(2)
(3)
1C)

5)

(6)

(7)
(8)
(9)
10)

Se u e v sd0 objetos em V entdao u + v € um objeto e
V. -

u+v=v+u

u+(v+w)=(u+v)+w .
Existe um objeto 0 em V, chamado um vetor nulo ou
vetor zero de V, talque0+u u + 0 = u para cada v

em V.

Para cada u em V, existe um ub]ﬂtﬂ ~ U, chamad{} u

negativo de u, tﬁlqueu_+(—u}: (—u)+u=90.

Se k € qualquer escalar e v € um objeto em V, entéc
kv é um objeto em V.

llu+v)=lha+lv

(k+Dv=kv+lv

k(la) = (kl)u

ilu=u



Mostre que o conjunto V de todas as matrizes 2 X 2 com
ntradas reais € um espago vetorial se a adi¢@o vetorial ¢ defini-
da pela adi¢do matricial e a multiplicacdo vetorial por escalar €
definida pela multiplicacdo matricial por escalar.

Para provar o Axioma 1, n6s devemos mostrar que u + v € um
objeto em V, ou seja, n6s devemos mostrar que @ + v € uma
matriz 2 x 2. Mas isto segue da defini¢do de soma matricial, pois

H 7] v v 4+ v k2 4+ v
.Hq,:[u 12]+[u m]:[u 1 2 1z}m
' Wy U2 U1 U U3y + U U2+ U2
Similarmente, 0 Axioma 6 vale pois para cada nimero real &k nos
temos |
U ] kv kv
kv=k[ 1] 1:]=[ 1 11}
U3 U kvg  Kkux

e portanto kv é uma matriz 2 X 2 e conseqiientemente um obje-
to em V. '



Para provar o Axioma 4, nds devemos encontrar um objeto
0em Vtalque 0 + u = u + 0 = u para cada u em V. Isto pode
ser feito definindo 0 como - -

0 0
ol [n n]
Com esta definicéo,

04 u= 0 0 4 [Fn M| _fea wng
0 0f [w2 um un unj .
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Seja Vo conjunto de funcdes reais definidas na reta real (—oe, oo),
Sef=f(x)eg=g (x)sdo duas tais funcdes e se k € um nimero
real qualquer, defina a funcdo-soma f + g e o miiltiplo escalar Af,
respectivamente, por

f+g)(D=f)+gx) e (k) X=kf(x)
Dito em palavras, o valor da funcio f + g no ponto x € obtido
somando os valores de f ¢ de g no ponto x (Figura 3.1.1a).

Similarmente, o valor de £f no ponto x € k vezes o valor de f no
ponto x (Figura 5.1.15). Nos exercicios nés vamos pedir que

vocé mostre que V € um espago vetorial em relagdo a estas ope-
racOes. Este espago vetorial € denotado por F (~ ¢, =), Sefeg
sa0 vetores neste espaco, nés dizemos que f = g equivale a ter
f(x) = g (x) para cada x no intervalo (— oo, =0),



Seja V = R? e defina as operagdes de adigdo e multiplicagio por
escalar como segue: Se u = (4, u,) € v= (v, v,), defina
U+v=(u+v,u,+vy)
e, 8¢ k € um nimero real qualquer, defina
kv=(kv,0)

Por exemplo,seu=(2,4),v=(-3,5)e k=7, entdo
u+v=(2+(=-3,4+5=(-1,9
kv=Tv=(7-(-3),0)=(-21,0)

A adicfio ¢ a operagdo de adi¢do padrdio em R? mas a operacio

de multiplicagdo por escalar nao é a multiplicacdo por escalar

padrao. Nos exercicios nds iremos pedir para voc€ mostrar que
0s nove primeiros axiomas de espaco vetorial estdo satisfeitos,

contudo, existem valores de u para os quais o Axioma 10 falha.
Por exemplo, se u = (i, u,) € tal que u, # 0, entdo



Seja V um plano qualquer pela origem do R°. Nés iremos
mostrar que os pontos em V formam um espaco vetorial com as
operagoes usuais de adicdo e multiplicacdo por escalar de
vetores de R*. Pelo Exemplo 1, nés sabemos que o espaco R’
todo € um espaco vetorial com estas operacdes. Assim, 0S
Axiomas 2, 3, 7, 8, 9 e 10 valem para todos os pontos em R’ ¢,
conseqiientemente, para todos os pontos do plano V. Basta
mostrar, portanto, que os Axiomas 1, 4, 5 e 6 estdo satisfeitos.

Como o plano V passa pela origem, ele tem uma equacio da
forma

ax+by+ez=0 (1)



(Teorema 3.5.1). Assim, se w = (u,, Uy, u3) € V= (v, v,, v3) 880
pontos em V, entdo au, + bu, + cu, = 0 e av+ by, + cv, = 0.
Somando estas equacoes dé

alw, + ) +b{ua + va) + s + v3) =0

Esta igualdade diz que as coordenadas do ponto

u+v={u; +uv,u;+uvyu;+vs)
verificam (1); assim, u + v estd no plano V. Isto prova que o
Axioma 1 estd satisfeito. As verifica¢bes dos Axiomas 4 ¢ 6 sdo

deixadas como  exercicios; no entanto, nés provaremos que o
Axioma 5 é satisfeito. Multiplicando au, + i!’:u:.:2 + Clty =) por -1 da

a(—uy) + b(—u2) + c{—u3) =

Assim, —u = (—u,, —U,, —#,) estd em V, estabelecendo o Axioma
eyt - Ll . ¢



Sejam V um espaco vetorial, w um vetor em Ve l um escalar,
entio:

(@) Du=10

(b)10=10

(&)(-Du=-u it
{d)SeJu {Ienmal {].::-uu 1]







~ Propriedades do Comprimento
em R”

Se W, v e w sdo vetores em R” e k é um escalar, entio:

(@) |lujf 2 ¢ (D) ||uf| = 0 se, e somente se, u= 0
(©) [|&vli = [E[[Iv]] (@) [ju+v[}<[lu] + v

(Desigualdade trianguiar)

kv

(@) kvl =1kIllvll . (D) lla+ vl < [fall + [+l



; - Fiuﬁfiédaﬂéi da Distincia em R"
Se 1, v e w sdo vetores em R, entdo:
(a) dla, v) = 0 - b)Y d(u, v) =0 se, € somente se,u =¥

(€) d(u, v) =d(v, u) (d}du, v) <d(u, w) + d(w, v)
| (Desigualdade triangular)

——

FOTINIC a0

Dois-vetores u e v em K" sfo orfogenais seu - v = (.



Teotemad. 1.6

Se u e v sdo vetores em R" com o produio interno euclidi-
ano, entdo . A
wev=glu+ v — jllu— v (6)



As propriedades dos vetores ortogonais serdo discutidas
com matis detalhe mais adiante no texto, mas agora observamos
que muitas das propriedades familiares de vetores ortogonais
dos espagos euclidianos R? ¢ R* continuam valendo no espago
euclidiano R”. Por exemplo, se u e v sdo vetores ortogonais de
R? cu de R°, entdo u, v € u + v formam os lados de um tridngu-
lo retingulo (Figura 4.1.4); assim, pelo Teorema de Pltaguras

o+ v|I* = Ju)? + [[v]?




O Teorema de Pitagoras em X"

Se u e v sdo vetores ortogonats em R" com o proditlo inter-
no euclidiano, enido
I+ v = [[uli® + [[¥]”



Nota¢des Alternativas para Vetores em R~
Muitas vezes € (itil escrever um vetor u = (¢, #,..., u4,) de R”
em notagdo matricial como uma matriz-linha ou uma matriz-
coluna:

ty

] '
u= 1| "| ou wu=[m "y - ity]

_le _11'1_ H] + HI ) -T.-Il__. -kU'I-

| 12 Ua | uy + e kvq
u+v=].1|4+|. | = . \ kv=k| [ | =] .

I_HH_'; L e + Un_ . Up | AU




Uma Férmula Matricial para o Produto Escalar
Se nos usarmos a notacio de matrizes-coluna para 0s vetores

N ' ™

L) vy
e v=

u"_l _r.”ﬂ._

¢ omifirmos o colchete de matrizes 1 x 1, entdo teremos
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=fgm -+t Fipn]l=[-vl=u-v

Assim, para vetores na notacdo de matrizes-coluna nos temos a
seguinte formula para o produto interno euclidiano:

(I
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Um exemplo de um sistema linear expresso no formato (11} de
produto escalar é:

Sistema Forma de Produto Escalar

3% — 43 + x3=1 (3, =4, 1) - (31, x3, x3) 1]
2x) — Txy — 4I3 =3 | : {211 _?? '""4) * {-":1! X4 xﬂ] = |3 »

X +5Iﬂ _EI3=U L(l:-j: “B}'{IhIE:I?J _ﬂ_“






