Introducao

Em jornais, revistas e na internet frequentemente encontramos informacdes numéricas organizadas em
forma de tabelas, com linhas e colunas. Vejamos alguns casos:

Variacao do indice de venda de iméveis (maio/2012)
EM PORCENTAGEM

Alex Argozino

Venda Només Noano 12 meses 36 meses
Brasil 0,9 6,3 19,9 n/d
- Sdo Paulo 1l 72 6,4 21,5 88,7

Belo Horizonte 0,4 7,7 15,7 67,9
Brasilia 0,5 5,2 9,7
Fortaleza 2,4 4,3 15,8
Recife 1,9 12,5 31,8
Rio de Janeiro Akl 6,7 24,1
Salvador B w1 45

Obs.: n/d = ndo disponiveis
_ Fonte: 0 Estado de S. Paulo, 1/jul./2012.

A multiplicacao de carros

= Ntimero de veiculos
por 1000 habitantes 1990 2010
Estados Unidos 752 814
Italia 507 688
Japao 456 592
Alemanha

Paulo Fridman/Puisar Imagens

Argentina
BRASIL
Fonte: Veja, 13/jun./2012.

Na Matematica, as tabelas que vocé acabou de ver sdo exemplos de matrizes.
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Capitulo 6

Um pouco del;[(5(TiF

Como surgiram as matrizes

As matrizes teriam surgido com a escola inglesa Trinity
College, em um artigo do matematico Arthur Cayley (1821-1895),
datado de 1858. Vale lembrar, no entanto, que, bem antes, no
seculo IIT a.C., os chineses ja desenvolviam um processo de
resolucdo de sistemas lineares em que aparecia implicita a ideia
das matrizes.

Cayley criou as matrizes no contexto de estrutura algébrica
(assunto de Matematica do Ensino Superior), sem pensar em
suas aplicacOes praticas que apareceriam posteriormente, como a
representacao de informacoes numéricas em tabelas, organizadas
segundo linhas e colunas, a computacio grafica, etc.

Sejam m e n nimeros naturais nio nulos.

Uma matriz do tipo ou formato m X n (ou simplesmente m X n) é uma tabela de m - n nimeros reais
dispostos em m linhas (filas horizontais) e n colunas (filas verticais).

Representamos usualmente uma matriz colocando seus elementos (nimeros) entre parénteses ou entre
colchetes. Menos frequente é a colocacdo de duas barras verticais 3 sua esquerda e duas 3 sua direita.

Vejamos alguns exemplos:

l/scenicireland.com/
Other Images

Alamy/Othe

Christopher Hil

Biblioteca do Trinity College.

Lol 2
AI(S -2 l)éumamatriziX& D=| 0 2 1 3 |&yma matriz3 X 4.
2
(S 00
3 =y i
B = % 0 |é uma matriz 3 X 2. E= \E'Z 1| & uma matriz 2 x 3.
=39 =il
1l

B 21 5
C=[3 1:Ieumamatn22><2.

Representacao de uma matriz

Consideremos uma matriz A do tipo m X n. Um elemento qualquer dessa matriz serd representado pelo
simbolo a,, no qual o indice 7 refere-se i linha em que se encontra tal elemento, e o indice j refere-se a co-
luna em que se encontra o elemento.

Vamos convencionar que as linhas sio numeradas de cima para baixo, e as colunas, da esquerda para a
direita.

De modo geral, uma matriz A do tipom X n é representada por A = (aij)m <« €M que i e J sdo inteiros
positivos taisque 1 si<=m,1=j=<n,e 3, é um elemento qualquer de A. Acompanhe o exemplo a seguir.
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Matrizes

-1 0
SejaamatrizA =|_2 5
3 4 hixe
= _ elemento que estd na linha 1, coluna 1, é =1, = 0 elemento que estd na linha 2, coluna 2, é a,, = 5.
= C elemento que estd na linha 1, coluna 2, é art—= 0 = 0 elemento que esta na linha 3, coluna 1, éa, = 3.
= 0 elemento que estd na linha 2, coluna 1, é a,, = 2. = 0 elemento que esta na linha 3, coluna 2, é a,, = 4.

y
'Exercicio resolvich

1. Escrever a matriz A = {aij)2 o

emquea, =i-—j
Solucao:

G, Bl 8
Uma matriz do tipo 2 X 3 pode ser genericamente representada por A = (a” 12 3 J
21 22 23

Fazendo a.lj=i—j,temos:
a, =1-1=0 A= == Gn= l=d =2
a, =2==1 a,,=2-2=0 as =2 =3 =l

: 0 -1 —2
Asmm,A—( ]
1 ) =]

Matrizes especiais

Vejamos alguns tipos de matrizes especiais:
= Matriz linha: é uma matriz formada por uma tinica linha.
e A= (0 2 4) é uma matriz linha 1 X 3.
e B = [p —3] é uma matriz linha 1 X 2.
= Matriz coluna: é uma matriz formada por uma tnica coluna.

2
° A= _g € uma matriz coluna 4 X 1. B =

-8

é uma matriz coluna 3 x 1.

o -I-\||—tw

= Matriz nula: é uma matriz cujos elementos sio todos iguais a zero.
Pode-se indicar a matriz nulam X n por 0, .

(05 (0) (el ; O @ :
-OEHZ(O 0 oJeamatnznulaZX& -02x2=(0 OjeamatnznulaZXZ.

= Matriz quadrada: é uma matriz que possui nimero de linhas igual ao nimero de colunas.

° A= (j \%} € uma matriz quadrada 2 X 2. Dizemos que A é quadrada de ordem 2.
1
it 3
°B=|_, | 7 |&umamatriz quadrada 3 X 3. Dizemos que B & quadrada de ordem 3.
N3 T

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Temos que:
© os elementos de A cujo indice da linha é igual ao indice da coluna constituem a diagonal principal de A.
Se A € uma matriz quadrada de ordem 3, os elementos a_,, a,, e a,, formam a diagonal principal de A:

RN
'\afJI g, Ay
— ™~ .
A 4y ‘\?{gz 5

4y dge E{aa\'
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Capitulo 6

° os elementos de A cuja soma dos indices da linha e da coluna & igual a n + 1 constituem a diagonal
secundaria de A.
Retomando o exemplo anterior, os elementos a,,, 3,, € a,, formam a diagonal secundaria de A.

Matriz transposta

Dada uma matriz A = (), » o» chama-se transposta de A (indica-se por A%) & matriz:

A-t S (a:ji)n X m

tal que a;, = a, para todo i e todo j.
Em outras palavras, a matriz A® é obtida trocando-se, ordenadamente, as linhas pelas colunas da matriz A.

i 3 i 5
= A transposta deA=[ ]éAt=( ]

SERY 3 0

Para a matriz A, observe que:a, = 1= a'
— —_— 1

dpfscis 2,
—_— e 1

a,=5=a,

a'22 == aZE

EI R
= A transpostade B=| 1 2 3 |ap=|2 5 |
48 586 3 6
4 ORb! G Tt
= A transpostade C = | -1 23 aE= 0 2 —4
Se=A 1 3

-Exercicios

1. peo tipo (formato) de cada uma das seguintes 3. EscrevaamatrizA = (aﬁ)zxz, em quea, = 3i-2j.

matrizes:
1=3 IS8 4. Determine a matrizB = (b)), »sendob, =2 +i + j.
a) A=|—7 2 dD=| 31 4
4552 =2 9 6 5. Qual éasoma dos elementos da matriz C = ()
[ 1 TRENEE =1 = (=P
be=(3-429) eE=|1
| 2 6. Determineasoma dos elementos da diagonal prin-
Tas fier e > cipal de cada matriz quadrada seguinte:
c)C:_ﬂ}z:l f)F={2 7 0—1:| a)Ax_O 3]
3 9 0 -5 =
2. Em cada caso,determine o elemento a, . se existir: L oo
B o DE= 14 3 7
GHA===- % 3 aa-| 20 = £
| =1, D8 ==
B e 5 3
2 4
= 3 i 4 10 7 ¢c) C=
DA d}A_[s i = : e Sl
1 5 3
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7. Emcada caso, obtenha a transposta da matriz dada:

0 —2
7 =t 1 17
A=[ :l e) E=
a) 1 0 ) 05 7
3 4,]
; 5
60 7
b)B=|1 ¢ f E=| 1
4 0
| 3
3 for i
C)C:_O =7 s:l 9}G=—3 1 2
| TEeE )

dD=(-8 7 5)

8. Seja A = @), ., em que a; = 2i + 3j Escreva a
matriz A%

9.

Qual é o elemento a, da matrizA = (@), - €M que
2]
= (-1)i+i.—2
ek ==l P :
10.Seja amatrizA = (a), ., em que a; = i-].Forneca
os elementos que pertencem as diagonais principal
e secunddria de A.

11.na matriz seguinte, estdo representadas as quanti-
dades de sorvetes de 1 bola e de 2 bolas comercia-
lizados no primeiro bimestre de um ano em uma

sorveteria:
A= 1320 1850
1485 2040

»

0
1]
o
©

E

Cadaelemento a, dessa matriz representa o nimero
de unidades do sorvete do tipo i (i = 1 representa
uma bola e i=2, duas bolas) vendidas no més ji=1
representa janeiro e j = 2, fevereiro).

a) Quantos sorvetes de duas bolas foram vendidos
€m janeiro?

b) Em fevereiro, quantos sorvetes de duas bolas
foram vendidos a mais que o de uma bola?

c) Se o sorvete de uma bola custa R$ 3,00 e o de
duas bolas custa RS 5,00, qual foia arrecadacao
bruta da sorveteria no bimestre com a venda
desses dois tipos de sorvete?

Matrizes

12.A matriz D seguinte representa as distancias (em
km) entre as cidades X, Y e Z:

o s 2
D=l15 0 46
27 46 0

Cada elemento a, dessa matriz fornece a distancia
entre as cidades i e j. Se a cidade X é representada
pelo nimero 1,Y por 2 e Z por 3:

a) determine as distincias entre X e YZeX, eYeZ

b) qual é a transposta da matriz D?

13.pea matrizA = (aij)4x3, em que:

e O0,sei=]j
I |1,sei<)
14.Seja A= (aij)3 €M gues: '

g —Jcos (mi), sei=j
i | sen (mj),sei<j

a) Escreva A.

15.

b) Escreva At.

Pao doce | Pao francés Pao integral
Calorias 274 269 e 256
Proteinas (g) 7,5 9,3 Sora D e
Fibra (g) 0,3 05 2o sernivbuidil
Cilcio (mg) 12 22 el 5
Fosforo (mg) 70 107 2098 |
Ferro (mg) 1,2 1,2 3B

Fonte: Tabela de composicio de alimentos. Rio de Janeiro: IBGE, 19989.

Na tabela acima, estaorepresentadas as quantidades
de calorias, proteinas, fibra, calcio, fésforo e ferro,
encontradas em 100 g de alguns tipos de pao.

a) Calcule a razdo entre a quantidade de fibra en-
contrada em 100 g de paointegral e em 100 g de
péo doce.

b) Qual é otipo de pao mais ricoem minerais? E o mais
pobre em proteinas?

¢) Considere que um pao francés ou integral, vendido
em uma padaria, tenha massa aproximada de 50 g.
Diariamente, um casal compra dois paezinhos: um
integral, para ela, e um francés, para ele. Em uma
semana, quantos mg de ferro ela tera ingerido a
mais que ele? E de fésforo?




Capitulo 6

Igualdade de matrizes

ail alZ s aln b‘.ll b12 “‘bln
1 i drd -o-d, = b21 bza b
Dadas duas matrizes de mesmo tipo (ou forma, ou formato), A =| "2 ™ 2 Rl = T Loy ;
a'm: amZ '"amn m X n bml hmZ "'bmn mx n

dizemos que elementos de mesmo indice (linha e coluna) sdo correspondentes.
Assim:

=a, eb, sdo correspondentes;

=3, e b, sdo correspondentes;

=a eb_ sdo correspondentes.

Igualdade

Duas matrizes A e B de mesmo tipo m X n sio iguais quando todos os seus elementos correspondentes
sdo iguais, isto &, sendo A = (a.) eB = (b)), ., temos que A = B quando a; = by, para todo 7 (i = 1,

ij/m X n

2, ...,m) e para todoj (j = 1, 2, ..., n).

a=3
A a il 3 d 3 z = 1=4
Por exemplo, para que as matrizes A = 2 & BB = ¢ -5 |Sejam iguais, devemos ter: : ¥
=
b=-5

(.Exercicio resolvido J

: 0 1 2 1-m?2 1 2
2. Para que valores de m vale a igualdade [ J - ( J?
-3 m+1-1 =z 0 2m+1

Solugao:

Devemos impor que os elementos correspondentes sejam iguais. Temos:

O==mr = m=—1oum:T®
m+1=0 = m=-1
-1=2m+1 = m=-1

Como as condigdes @,@e @ devem ser satisfeitas simultaneamente, o valor de m é 1.

Exercicios

1 6.Determine a,b,ce dpara que se tenha 1 7.Determine X,y € Zque satisfacam
[3 1 J = [2 b) RHEY 2 7 oz
4 @ d 6 4 x_y ZZ 1
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Matrizes

quando

As tabelas abaixo representam as vendas, em uma concessionaria, de dois veiculos 0 km, modelos A e B,
de acordo com o tipo de combustivel, durante os dois primeiros meses de determinado ano:

A 5893 2031 531
B 3412 1597 402

De que maneira podemos determinar as vendas de cada tipo de veiculo no primeiro bimestre desse ano?
Intuitivamente, sabemos que é preciso somar os elementos correspondentes das tabelas anteriores. Usando
matrizes, temos:

[4453 1985 415}+[5893 2031 531] 3 [10346 4016 946]
2693 1378 289 3412 1597 402 6105 2975 691

Dadas duas matrizes do mesmo tipo, A = (@), . eIBE= (by),, .. .» @ soma de A com B (representa-se por A + B)
€ a matriz C = (€4 x nr €0 que ;=3 th,paral<sismelsjsn

Em outras palavras, a matriz soma C é do mesmo tipo que A e B e é tal que cada um de seus elementos é
a soma de elementos correspondentes de A e B. Observe os exemplos a seguir.

[3—4 2]+ 0o a4 S| 55 2 [o —2]+(1,2 —1]_[1,2 —3)
m = = =4
» 1 371G SIS 0
s e = =4 5l S
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Capitulo 6

ﬁfxercicio resolvido J

35 Resolver a equacio matricial A + X = B, sendo A :|: S ]e B= [7 30 1 ]
=7 =4 3 =6 7

Solucdo:
Uma equacao matricial € aquela em que a incégnita é uma matriz.

A matriz procurada é do tipo 2 X 3 e podemos representa-la por X = [ d : : ]

[3 2 1}{:3 b c]=[7 5 1J
=7 =4 3 Gl @ i 1 & %

|:3+a 2+b 1+c]:[7 5 1}
=l el <4Ee A% W 6 7

Temos:

Dai:

Do conceito de igualdade, vem:

3+ta=7= a=4 2+b=5= b=3 T+c=1=c=0
-1+d=1= d=2 —4+te=6 = e=10 2+f=7 = f=5
)
Logo, X = .
ogo, X [2 10 5}
Propriedades

Sendo A, B e C matrizes do mesmo tipo (m X n) e 0_ amatriz nula, do tipo m X n, valem as seguintes
propriedades para a adicdo de matrizes:
L. Comutativa: A+ B=B + A
II. Associativa: (A + B) + C = A + (B + C)
ITI. Existéncia do elemento neutro: existe M tal que A + M = A, qualquer que seja a matriz LY o

Observe que, nesse caso, M é a matriz nula do tipo m X n.

IV. Existéncia do oposto (ou simétrico): existe A'tal que A + A' = 0

m X n*

A demonstracdo dessas propriedades é simples, uma vez que elas estdo diretamente relacionadas is
propriedades da adicdo de nimeros reais.
Para exemplificar, vejamos a demonstracdo das propriedades II e III.

= Para a propriedade II, dadas as matrizes A = (au)an =yl = (€)n o temos que:
(A+B)+C=D=(d) e A+(B+C):E=(eﬁ)

ij/m X n
Queremos mostrar que D = E.
Para todo i € {1, 2, ..., m} e para todo j {1, 2, ..., n}, temos que:

mxn

e (aant b C;

Usando a propriedade associativa da adic8o de nimeros reais, podemos escrever:

6= & o @+ 8) = €& & entdo,D=E istoé (A+B)+C=A+ (B + ()

= Para a propriedade ITI, de A + M = A, vem: a; + my = a, para todo i e todo j, ou seja, m, = 0. Assim
M =0, .. ouseja, oelemento neutro da achgao ga matnz nula do tipo m X n.
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Matriz oposta

SejaamatrizA = () .. Chama-se oposta de A & matriz representada por —A , talque A + (-A) =0__,
sendo O_,  a matriz nula do tipo m X n.

Observe que a matriz —A é obtida de A trocando-se o sinal de cada um de seus elementos:

1 .
3 3 —1 P 3
mA= ; entdo, A = .
2 A @ 20 =4 0 Pense nisto: Se B = (b;)_. ¢ a oposta de
A = (), ., entdo b, = —a,, para todo

ie{1,2 ... mlejE{L,2, .., nk

=

g[7 %]. p _B_[—7 4:|
=B=l95 5 ; entao, =<5 =5

Subtracao de matrizes

Definicao

Dadas duas matrizes do mesmo tipo A = (33) <0 & B = (b)), - chama-se diferenca entre A e B (represen-
ta-se por A — B) a matriz soma de A com a oposta de B, isto é:

g (-B)

Observe os casos a seguir:

2 B SoRE 25 2 -3 A P
=1 6|2 s5[=|1 6|F|—=2 -5|=|-3 1
4 —2 3 -1 4 —2 -3 1 1 -1

- J-C s

(T o s
Exercicio resolvido
1 0 2
4. Resolvera equagdo X—A+B=Csendo: A=| 3 |[B=| 4 [eC=|-2 |
S =5 3
Solucao:
1°modo:
m
A matriz X procurada é do tipo 3 X 1, e a representaremos por X = | N
P
Temos:
m 1 0 2 m-—1 2) m-1= 2=m=3 3
X-A+B=C=|n |-| 3|+| 4|=|2|=(n+1|=|2|=9n+1=2=n =33=X=|-3
p —2 =5 3 p-3 3 p—-3 = 3=p =6 6
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