Introducao a Teoria dos Conjuntos

Assim, uma relacdo binaria pode ser representada por meio de um
comjunto de pares ordenados, a saber, o conjunto dagueles pares onde
o primeiro é o pai do segundo. Para dar um exemplo, a relagio ‘x
é pai de ¥’ poderia ser representada pelo seguinte conjunto, onde o
primeiro elemento de cada par € pai do segundo:

{(Jodo, Maria), {Jodo, Antdnio), {Antdnio, Teresa), ... }.

Se dois individuos a e b estao numa relagio K, escrevemos que
Rab. No caso particular de relagdes bindrias, é também costumeiro
colocar o stmbolo da relacio entre os simbolos dos individuos: aRb.



Definicao: Uma relacao entre dois conjuntos A e B,

denotada por R(A, B), € um subconjunto de AxB.

Dizemos que R € uma relacao sobre A desde que RcAXA.

Dizemos que R € uma relacao de A para B se RcAxB.



Exemplo 1: Sejam A={1,2,3,4} e B={4,5,6,7}.

R={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4)} € uma relacao sobre A ;
S={(1,2),(3,4)} € uma relacao sobre A;
1={(1,4),(1,5),(4,7)} € uma relacao de A para B;
U={(4,4),(5,2),(6,2),(7,3)} € uma relacao de B para A;
V={(1,7),(7,1)} € uma relacao, mas nao de A para B

nem de B para A, nem sobre A e nem sobre B.



Ha duas maneiras de apresentarmos uma relacao:

* A primeira € apresentando o subconjunto de AxB, atraves de

seus pares ordenados (vide exemplo 1).

* A segunda € definindo uma regra, na qual escolhemos os

pares ordenados que satisfazem esta regra.



Relacoes a partir de uma regra:
* Sejam A=Kk e B=%R e a regra P(x,y): X € menor que .
O conjunto R={(a,b):a,beR e a<b} € uma relacao
sobre R.
* Sejam A=N e B=N e aregra P(x,y): x € divisivel pory.
O conjunto R={(a,b): b divide a} & uma relacao sobre

N.



Chama-se Dominio de R o conjunto D de todos os primeiros

elementos dos pares ordenados pertencentes a R.

Chama-se Imagem de R o conjunto IM de todos os segundos

elementos dos pares ordenados pertencentes a R.



Se um par (a,b) esta numa relacao R, dizemos
gque a esta relacionado com b pela relacao R e
denotaremos este fato por aRb ou (a,b)eR .

Relacao Inversa
Se R € uma relacao de A para B, dizemos
que R'={(b,a): aRb} é a relacao inversa de
R.



Exemplo 2: Sejam A={a, b, c}, B={1, 2, 3,4, 7}.
a) Se R={(a,1),(a,2),(a,3),(c,3)}, entao
R1={(1,a), (2,a),(3, a), (3,c)}.

b) Se R={(1,3), (2,3), (4,4), (7,3)} entao
R1={(3,1), (3,2),(4, 4), (3,7)}.



Representacao geomeétrica de uma relacao sobre A

Sejam A={1,2,3,4,5} e R={(1,1),(1,2),(1,3),(3,1),(4,3)}.




Para tragar uma imagem de uma relagao de A para B, tragamos dois conjuntos de
pontos. O primeiro conjunto de pontos corresponde aos elementos em A; colocamos
esses pontos a esquerda da figura. Os pontos correspondentes a B aparecem a direi-
ta. Tragamos, entdo, uma setadea e A parabe B sempre que (g, b) estiver na relagao.
Por exemplo, sejam A =1{1,2,3,4,5/eR=1{4,5,6,7], e S a relagao {(1, 4), (1, 5),
(2, 5), (3, 6)). A segunda figura ilustra a relacao S.

10

O 4
20

o 5
3
O\*Qﬁ.

40
o 7

50



Trace ilustracoes das seguintes relacdes:

a) SejaA={ae N:all0}esejaR arelacdo | (divide) restrita a A.

b) Seja A ={1,2, 3, 4, 5] e seja R a relagao menor do que restrita a A.

¢) Seja A={1,2,3,4,5| e seja R a relagao = (igual) restrita a A.

d) SejaA={1,2,3,4,5| esejaB=12,3,4,5]. Consideremos a relagao 2 (maior do que
ou igual a) de A para B.

e) Sejam A=1{-1,-2,-3,-4,-5}e B={1,2,3,4,5,esejaR={(a, b):aec A be B, alb).




Composicao de Relacoes
Sejam A, B e C conjuntos, R uma relacao de AparaB e S uma
relacao de B para C. Assim, R é subconjunto de AxB e S €
subconjunto de BxC. Entao, R e S originaram uma relacao de

A para C, denotada por RoS:

a(RoS)c se para algum beB temos aRb e bSc

RoS={(x,z) : existe yeB tal que (x,y)eR e (y,z)eS}



Exemplo 2.5 SciamA= {1,2,3,4|. 8= a.b.e,d ),C = |x, v,z ) ese)a
R={(La)(2d),3.a)3.b)(3,d)} ¢ 5= [(b x) (b 2)(c¥)id )]



Propriedades de Relacoes
a) Se para todo xeA, (x,x)eR; dizemos que R ¢ reflexiva.
b) Dados x, yeA, se (X,y)eR entao (y,x)eR; dizemos que R €
simetrica.
b) Dados x, yeA, se (x,y)eR e (y,x)eR entao x=y; dizemos que
R € antisimeétrica.
c) Dados X, y, zeA, se (x,y)eR e (y,2)eR entao (x,z)eR;

dizemos que R € transitiva.



Exemplo 2.7 Considere as seguintes cinco relagdes:

(1) Relagio < (menor ou igual) no conjunto Z dos inteiros.

(2) Inclusiko de conjuntos C numa cole¢io C de conjuntos.

(3) Relagio L (perpendicularidade) em um conjunto L de retas no plano.

(4) Relagio || (paralelismo) em um conjunto £ de retas no plano,

(3) Relagio | de divisibilidade no conjunto N de inseiros positivos. (Lembre que xfy se existe um 7 tal que xz = v.)

Determine quais das relagdes sio reflexivas,



RELACOES DE EQUIVALENCIA

Considere um conjunto ndo vazio 5. Uma relagio R em § € uma relagdo de equivaléncia se R € reflexiva, simétrica
¢ transitiva. Isto €, R € uma relagdo de equivaléncia em S se tem as seguintes trés propriedades:

(1) Paratodoa € §, aRa.
(2) SeaRb, emio bRa.
(3) SeaRb e bRe, entiio aRe,



10. Sejam A={1,4,9} e B={-2,2,3}. Represente por extensdao e em diagrama de flechas as
relacdes:
B:x+y<6}

)e AX
)eAXB : y? = X}
)eAXB : x -y > 3}
)eBXA: X =y}
y)eBxA: x < 3}
JeBxA:y + x =4}
)eB?:x<0 e y<0}
)



21. Vertfique se a relacdo R sobre o conjunto de todas as paginas Web satistaz as propriedades
reflexiva, simetrica, anti-simétrica e transitiva, sabendo-se que (x,y) R, se e somente se:

(a) Todas as pessoas que visitam a pagina Web x tambem visitam a pagina Web y.

(b) N&o existem links comuns na pagina Web x e na pagina Webyy.

() Existe pelo menos um link em comum na pagina Web x e na pagina Web y.

14. Seja A um conjunto de pessoas. Definem-se em A as relagdes binarias:
aRb se e somente se b "é paide" a

aSb se e somente se b "éirmaode" a

alb se e somente se b "é maridode" a

Qual o grau de parentesco entre a e b se:

(a) a(RoS)b (b) a(ToR)b (c) a(ToS)b (d) a(SoR)b () a(RoT)b
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