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ALGEBRA LINEAR

Apresentacao da Disciplina

Caro aluno,

Damos-lhe as boas vindas ao curso de Algebra Linear. A nossa intencdo é apre-
sentar um texto gradativo, concatenado, escrito em linguagem simples e objetiva, com
algumas conexdes e aplicagbes a outras areas de conhecimento, respeitando, porém,
0 rigor necessario ao nivel que se destina, que é servir de referéncia aos educadores e
estudantes da FTC-EAD que se preparam para exercer o0 magistério.

A Algebra Linear constitui uma parte da matematica da qual necessitam matemati-
cos, engenheiros, fisicos, programadores de computador e outros cientistas. Este re-
quisito reflete a importancia desta disciplina pelas suas multiplas aplicagées e pelo al-
cance de sua linguagem. Essa importancia nao se restringe apenas a area de exatas:
muitas questdes de grande atualidade na area biolégica encontram na Algebra Linear a
ferramenta matematica apropriada para sua abordagem. Os objetos de que trata a Al-
gebra Linear séo vetores e matrizes, que aparecem, por exemplo, quando procuramos
as solucbes para um sistema de equacdes lineares. Assim, sdo generalizacdes do
conceito de numero.

No Bloco Tematico 1, veremos, ao longo do Tema 1, Matrizes, Determinantes e Sis-
temas Lineares. No Tema 2, estudaremos o0s Espacos e Subespacos vetoriais, suas
propriedades, bem como conceitos fundamentais, como as Combinacfes Lineares,
Base e Dimensao desses Espacos Vetoriais. Ja no Bloco Tematico 2, estudaremos
no Tema 3, as Transformag@es Lineares, Diagonalizacdo de Operadores, Autovalores,
Autovetores e Aplicacdes. Por fim, no Tema 4, veremos os Espacos com Produto In-
terno.

Em relacdo as aplicagdes da teoria, inseriremos, em um primeiro momento,
guestdes emergentes da geometria em duas e trés dimensdes, com objetivo de uma
maior visualizagcao e compreenséo, de forma que uma solucdo geométrica, sempre que
possivel, sera confrontada com a solucdo algébrica. Incluimos, também, exercicios re-
solvidos e atividades complementares, bem como, no final deste trabalho, um bloco de
atividades orientadas como parte de sua avaliacao individual.

E, é claro, registramos nossa gratidao, ainda que previamente, por quaisquer ob-
servacdes ou comentarios sobre o trabalho, para que possamos aprimora-lo continua-
mente. Uma boa leitura, determinacdo e constancia em seu objetivo.

Prof. Tailson Jeferson Paim dos Santos.
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Matrizes e Espacos Vetoriais

tema 1 : : - :
7 = 724 Matrizes, Determinantes e Sistemas Lineares

Matrizes

Apresentacao

E comum nos depararmos com conjuntos de nimeros que s&o operados essencialmente da mesma
maneira. Isto sugere trata-los em bloco, de forma Unica. Esta forma de tratamento € possivel através do
uso de elementos matematicos chamados Matrizes.

Foi apenas em meados do século X/X que as matrizes tiveram sua importancia detectada e sairam da
sombra dos determinantes. O primeiro a lhes dar um nome parece ter sido Cauchy, por volta de 1.826. Ele
as chamou de tableau (tabela).

O nome Matriz s6 veio com James Joseph Sylvester, 1.850. Seu amigo Cayley, com sua famosa Memoir
on the Theory of Matrices, 1.858, divulgou esse nome e iniciou a demonstrar sua utilidade. O significado
coloquial da palavra matriz é: local onde algo se gera ou cria. Sylvester as via como “um bloco retangular
de termos... 0 que nado representa um determinante, mas é como se fosse uma MATRIZ a partir da qual
podemos formar varios sistemas de determinantes, ao fixar um nimero p e escolher a vontade p linhas e p
colunas. ..”. Observe que Sylvester ainda via as matrizes como mero ingrediente dos determinantes. E s6
com Cayley que elas passam a ter vida propria e, gradativamente, comegam a suplantar os determinantes
em importancia. A referéncia mais antiga a matrizes, entretanto, data de aproximadamente do ano 2.500
a.C., no livro chinés Chui-Chang Suan-Shu (Nove capitulos sobre a arte matematica). Este livro apresenta
problemas sobre a mensuracao de terras, agricultura, impostos, equagoes, etc. Um destes problemas é
resolvido com célculos efetuados sobre uma tabela, tais como efetuamos hoje com as matrizes. Atual-
mente, as matrizes sdo muito utilizadas em varias areas de conhecimento. Suas aplicacdes se dao na
Matematica, Fisica, Engenharia e Computagéo, por exemplo.

1.1 Definicdo. Uma matriz € uma tabela retangular de nimeros, ou outro tipo de objetos matematicos,
dispostos em m linhas (filas horizontais) e n colunas (filas verticais). Dizemos assim que a matriz possui
ordem m x n (Ié-se: ordem m por n).

1.1 Representacao de uma Matriz

Representamos uma matriz colocando os dados da tabela entre parénteses ou entre colchetes. Ve-
jamos abaixo alguns exemplos de matrizes.

Exemplo 1.1.
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0 -3 4 2 -3 1 0 -5

A=[10 -3 -5 -7] B=|-3 C=| 1 0 -7 5 D=| 4 4 -3
-5 9 15 —6 -3 110 0
-7

© A € uma matriz de uma linha e cinco colunas (matriz de ordem 1 x 5).
© B é uma matriz de cinco linhas e uma coluna (matriz de ordem 5 x 1)
o C é uma matriz de trés linhas e quatro colunas (matriz 3 x 4)

o D € uma matriz de trés linhas e quatro colunas (matriz 3 x 3). A matriz D possui 0 nimero de linhas igual
ao de colunas. Dizemos, entdo, que ela é uma matriz quadrada de ordem 3 x 3 ou, simplesmente,
matriz de ordem 3.

Uma matriz A de ordem m x n, pode ser indicada como A = [aj],.,.. i € {1,23,....m} e j €
{1,2,3,...,n}, em que a;; é o elemento da linha i e da coluna j da matriz A. Desta forma podemos
generalizar uma matriz Ap,xn, = [ajj] por uma tabela da seguinte forma:

mXxn

[ 411 d12 ... din -|
a a2 ... axn
amil am?2 .+« amn
Na matriz C do exemplo acima, temos, por exemplo, c;3 = —7, c33 = —6 € ¢33 = 9.

Exemplo 1.2. A matriz Byx3 = [bjj],, 5 definida por b;; = 3i — 2/, € uma matriz real, representada por 2
linhas e 3 colunas. Assim,

g_ | bn=31-2-1=1 bp=3-1-2-2=-1 b13_3-1—2-3_—3}{1 -1 —3}

byy=3-2-2-1=4 bp=3-2-2-2=2 by3=3-2-2-3=0 4 2 0

1.2 Tipos de Matrizes

Existem matrizes que, por apresentarem caracteristicas notaveis, merecem destaque. Vejamos, a
seguir, algumas delas.

1.2.1 Matriz Coluna

A matriz

&
a

as

"

de ordem m x 1 é chamada matriz coluna.
8
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1.2.2 Matriz Linha

A matriz

[31 dy as ... an]

de ordem 1 x n é chamada matriz linha.

1.2.3 Matriz Quadrada

Chama-se matriz quadrada, toda matriz cujo nimero de linhas € igual ao nimero de colunas.

[ dil1 412 ... din -|
ani dno . dop ( 1 1)
dnl dp2 ... dpn

Nota 1. A ordem da matriz quadrada é n x n ou, simplesmente, n.

Diagonal Principal

1.2 Definicdo. Numa matriz quadrada A = [a;;] de ordem n, 0s elementos a;;, em que i/ = j, constituem a
diagonal principal.

Assim, em 1.1, os elementos ai1, a2, as3, - - -, ann CONStituem a diagonal principal.

Nota 2. Seja A = [a;j],, uma matriz quadrada de ordem n. Denomina-se trago da matriz A, a soma

a11 + axn + asz+. ..+ an, dos elementos da diagonal principal de A, o qual indicamos por tr(A). Desse
modo temos:

Diagonal Secundaria

1.3 Definigdo. Numa matriz quadrada A = [a;;] de ordem n, os elementos a;;, em que i +j = n+ 1,
constituem a diagonal secundaria da matriz.

Assim, em 1.1, os elementos ai,, a2,_1, a3n_2, - - -, an1 CONStituem a diagonal secundaria.

{ 8 9 -1 ]
M=| 6 4 -5
{ -2 2 2 J
€ quadrada de ordem 3. Sua diagonal principal é {8, 4,2} e sua diagonal secundaria é {—1,4, —2}. O trago
da matriz M é dado por tr(M) =8 + 4 +2 = 14.

Exemplo 1.3. A matriz

1.2.4 Matriz Diagonal

1.4 Definicdo. A matriz quadrada A = [a;;], de ordem n e que tem os elementos a;; = 0, quando i # j,
é chamada matriz diagonal, ou seja, € toda matriz quadrada em que os elementos que ndo pertencem a

[9
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diagonal principal sdo iguais a zero.

a1l 0 0 0 0

0 dno 0 0 0

0 0 das3 0 0

da4 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 ... am |

1.2.5 Matriz Nula

1.5 Definicdo. E toda matriz em que todos os seus elementos séo iguais a zero.

0 0O
0 0O

Exemplo 1.4.

€ a matriz nula de ordem 2 x 3.

Exemplo 1.5.

€ a matriz nula de ordem 3 x 3.

1.2.6 Matriz Ildentidade ou Unidade

1.6 Definicdo. A matriz diagonal, de qualquer ordem e a qual os elementos da sua diagonal principal séo
iguais a 1, é chamada de matriz identidade.

Indica-se a matriz identidade de ordem n por /, ou simplesmente por /.

10
=
Lo ]

Exemplo 1.6.

€ a matriz identidade de ordem 2.

Exemplo 1.7.

s
K

= O O
I

é a matriz identidade de ordem 3.

1.2.7 Matriz Transposta

1.7 Definicdo. Chama-se transposta de A = [a;;], ., a matriz A" = [ajl',']nxm tal que aj’-, = ajj, para todo i
e todo j, ou seja, a transposta de A é a matriz obtida de A, trocando-se, “ordenadamente”, suas linhas por
colunas (ou, suas colunas por linhas).
10|
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Indica-se a matriz transposta de A por At.

Exemplo 1.8.
b [ 2]
A_{a y¢N—{a C} B=[3 —2 -1 7]=B'=
c d b d -1
7

1.2.8 Matriz Simétrica

1.8 Definicdo. Uma matriz quadrada A = [a;;] . , € dita simétrica se a;; = aj;.

-

Nota 3. Observe que:
(a) A é simétrica se A' = A;

(b) No caso de uma matriz simétrica, a parte superior € uma “reflexdo” da parte inferior, em relacéo
a diagonal principal.

\

Exemplo 1.9. S&o simétricas as matrizes:

[ -| { a b c d -I
b b f
A= ? B=| 32 0 C= © 8
b d c f h i
-1 0 5 ..
d g i
1.2.9 Matriz Anti-Simétrica
1.9 Definicdo. Uma matriz quadrada A = [a;],. , diz-se anti-simétrica quando a;; = —aj;, para todo
i,j€e{1,2,3,...,n}. Assim,
i. os elementos da diagonal principal sdo todos nulos;
ii. 0s elementos simetricamente dispostos em relacédo a diagonal principal sdo opostos.
Nota 4. Observe que a matriz quadrada A é anti-simétrica de ordem n se, e somente se,
Al = —A.
Exemplo 1.10. S&o anti-simétricas as matrizes:
. 0 -3 1 [ 0 -b ¢ —-d -|
A:{ a} B=| 3 0 -7 c_| b 0 ~f
a0 -1 7 0 —c f 0 —i
d —g i 0

1.2.10 Matriz Triangular Superior

1.10 Definicdo. A matriz quadrada A = [a;],. ,,» que tem os elementos a;; = 0, para i > j, € chamada de
triangular superior, ou seja, quando todos os elementos abaixo da diagonal principal sao nulos.

11
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Exemplo 1.11.
{1 -3 1]
A=|0 4 -7
o o 1)

1.2.11 Matriz Triangular Inferior

1.11 Definicdo. A matriz quadrada A = [a;] .., que tem os elementos a;; = 0, para i < j, € chamada de
triangular inferior, ou seja, quando todos os elementos acima da diagonal principal séo nulos.

{1 001

A=13 -1 0
s 27

Exemplo 1.12.

Nota 5. Ao conjunto de todas as matrizes de ordem m x n, cujos elementos pertencem a R, deno-
taremos por M, x,(R) ou R™*",

1.3 Igualdade de Matrizes

1.12 Definicdo. Duas matrizes A = [ajj]
i€{1,23,...,metodoje{1,2,3,...,n}

B = [bjj],,, S@0 iguais quando a; = b;;, para todo

mxn €

De outro modo, a definigcdo anterior nos diz que A e B séo iguais se, e somente se, tém a mesma ordem
e os elementos correspondentes (entradas da matriz) sdo iguais. Indica-se: A = B.

Exemplo 1.13.

A= L =3 éiguala B = L =3 ,
7 —4 7 —4

POis, a11 = bi1, a12 = b1, a21 = bo1 € ax = boo.
A igualdade de matrizes goza das seguintes propriedades:

v Reflexiva: A = A;
v’ Simétrica: Se A = B, entdo B = A;

v Transitiva: Se A=BeB=C,entaéo A= C.

1.4 Operacoes com Matrizes

1.4.1 Adicao de Matrizes

1.13 Definicdo. Dada duas matrizes A = [a;], ., chama-se soma A + B, a matriz
C = [cijlmxn tal que c¢;; = a;; + bj;, para todo i e todo j.

12
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Isto significa que a soma de duas matrizes A e B, de mesma ordem m x n, € uma matriz C, de mesma
ordem, em que cada elemento é a soma dos elementos correspondentes em A e B.

Exemplo 1.14.
[ 2 —11 {—2 0 2+4(-2) 140 0 —1]
0 4|+ -13|=]0+(-1) 443 |=] -1 7
2 s) [ 1o) | et sio [a s
Exemplo 1.15.
5 1 5+1 6

11 [ 41 o j=]11-2]= 9]
HEBEENEN

1.14 Teorema. A adicdo de matrizes do tipo m x n apresenta as seguintes propriedades:

1. é associativa: (A+ B) + C = A+ (B + C), quaisquer que sejam A, B e C do tipo m x n;
2. é comutativa: A+ B = B + A, quaisquer que sejam A e B, do tipo m x n;
3. tem elemento neutro: 3M | A+ M = A, qualquer que seja A do tipo m x n;

4. todo elemento tem simétrico: paratoda Ade ordem m x n: 3A' | A+ A = M.

Prova:
1. Fazendo (A+B)+C=XeA+(B+ C)=Y,temos:
xij = (aij + bij) + ¢ij = aij + (bij + i) = yij,
para todo / e todo j, pois, a associatividade é valida entre os nimeros reais.
2. Fazendo A+ B=Xe B+ A=Y, temos:
Xij = ajj + bjj = bij + aij = yij,
para todo / e todo j, pois, a comutatividade € valida entre os nimeros reais.
3. Facamos A+ M = A, para encontrarmos, caso exista o elemento neutro. Resulta que:
aij+mj=a;=>mj=0=M=0,V/V}
isto €, 0 elemento neutro existe e é a matriz nula do tipo m x n.
4. Do mesmo modo, impondo A+ A’ = M, resulta:
ajj+a;=0= aj; = —a;, Vi,V J,

isto €, a simétrica da matriz A para a adi¢cdo é a matriz A’ de mesmo tipo que A, na qual cada
elemento é simétrico da entrada correspondente em A.

O
1.15 Definicdo. Dada a matriz A = [a;],. ., chama-se oposta de A (indica-se —A) a matriz A’, tal que
A+ A =0.
Exemplo 1.16.

SR E S

13
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Exemplo 1.17.

1.4.2 Produto de uma Matriz por um Ndmero

1.16 Definicdo. Dado um ndmero k e uma matriz A = [a;],.,» chama-se o produto k - A a matriz
B = [bij],, , tal que b;; = k - a;;, para todo i e todo j.

Isto significa que multiplicar uma matriz A por um niimero real k é construir uma matriz B formada pelos
elementos de A, onde todas entradas sdo multiplicadas por k.

Exemplo 1.18.
s |1 3] _[ 5 -15
7 —4| |3 -2
Exemplo 1.19.
1
L[ oo [5 f 0]
5|6 -10[=]3 -5 0
2] |, 2
2

1.17 Teorema. O produto de um niimero por uma matriz apresenta as seguintes propriedades:
1. a-(b-A)=(ab)- A
2. a-(A+B)=a-A+a-B;
3. (a+b)-A=a-A+b-A
4. 1-A=A

em que A e B sdo matrizes quaisquer do tipo m x n e a e b S80 nUmeros reais quaisquer.

Prova:
1. Fazer como exercicio.
2. Suponhamos A = [a;;] € B = [b;;]. Entéo:

a-([aj] +[by]) =a-[aj] +a-[bj]=a-A+a-B.

(a+b)-A=[(a+b)-[aj]] =a-[aj] +b-[aj] =a-A+b-A

4. Fazer como exercicio.

14
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1.4.3 Produto de Matrizes

1.18 Definigdo. Dadas duas matrizes A = [a;j]
C = [cij] px p» tal que

e B = [bj],,,, chama-se o produto A - B a matriz

mxn

n
Cik:ail'b1k+3i2'b2k+3i3'b3k+---+ain'bnk:Zaij'bfk'
=1

paratodo i€ {1,2,...,m} etodo k € {1,2,...,p}.

Matriz A Matriz B
mxn nxp
t iguais T
Cm><p

Nota 6. v A definicdo dada garante a existéncia do produto A - B se, e somente se, 0 nimero de
colunas de A for igual ao numero de linhas de B, pois, A € de ordem m x ne B, n x p.

v" O produto A- B é uma matriz que tem o nimero de linhas de A e o nimero de colunas de B, pois,
C=A-Bédotipo mx p.

Um elemento c;, da matriz C = AB deve ser obtido pelo procedimento a seguir:

1. toma-se alinha i da matriz A: a;; ap a3 ... ain (n elementos)

2. toma-se a coluna k da matriz B:

b3k (n elementos)

3. calculam-se os n produtos dos elementos (conforme o esquema):

a1 - bk
a2 - bak

a3 - bzk

4. somam-se esses n produtos, obtendo cj.

4
1 2 3 [ -I
Exemplo 1.20. Dadas A = 0 6 eB= { 0 J , calcular A - B.

Solugdo: Sendo A de ordem 2 x 3 e B 3 x 1, decorre que existe A - B e é de ordem 2 x 1. Fazendo
A- B = C, devemos calcular c;; € ¢3!

c_ ci1 | | 1%linhade A- 1% colunade B | 1-44+2-0+3-1 |7
22 linha de A- 12 coluna de B 0-44+(-1)-0+6-1 6

[15
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. . 1 -1 .
Exemplo 1.21. Considere as matrizes A = { 4 2 } eB { 0 4 } e calcule, se possivel, A-Be B - A.

Solucdo: Como A é de ordem 3 x2e B 2 x 2, decorre que existe A- B e é de ordem 3 x 2. Fazendo
A- B = C, temos:

2 1
1
el
0
s o)
Ja o produto B- A ndo pode ser obtido, porque o nimero de colunas da primeira é diferente do nimero
de linhas da segunda.

2:1+1-0 2-(-1)+1-4 2 2

-1]_ |, 0 4.( 4| =
N N N B

Propriedades do Produto de Matrizes
O produto de matrizes, desde que sejam possiveis as operacdes, apresentam as seguintes propriedades:

1. A- I =1-A= A(Isto justifica 0 nome matriz identidade);

2. A-(B+C)=A-B+ A- C (distributividade & esquerda em relagdo a soma);

3. (A+B)-C=A-C+ B- C (distributividade & direita da multiplicagdo em relagéo a soma);
4. (A-B)-C=A-(B-C);

5 (A-B)"!=B"1. A"l (observe a ordem);

6. 0-A=A-0=0, emque 0 éa matriz nula.

Prova:
1. Sendo /I, = [4;],.,» €M que
(S,'J' =0 , sei#j
5,’j =1, sei=j
e B = Al, = [bjj],,,- Temos:

bij = 8;151J' + 3;252j + 3;363j + a;idji + ...+ a;,,&nj =a71-0+ap-04+3a30+...4a3,-0=a,
para todos i e j,entdo A- [, = A.
2. Fazer como exercicio.

3. Fazendo D = (A+ B)C = (dik)mxp, temos:

n n
dik = Y (a+by) gk =Y (aij- G + bij- Gx)
=1 =1
= Zaij'C:ik'i‘zbij'C:ik:A'C""B'C-
=1 =1

Fazer os demais itens como exercicio.
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Nota 7. Em geral, A- B # B - A, ou seja, as matrizes ndo gozam da propriedade comutativa. I
[ 1 -1 1 ] [ 1 23 ]
Exemplo 1.22. SejamA=| -3 2 -1 |eB=|2 4 6 |.
-2 1 0 J [ 1 2 3 J
[ 0 0 0] -1 6 -1 ]
Entdo, A-B=| 0 eB-A=| -22 12 -2
[ ] [ -1 6 -1 J
Nota 8. Observe, ainda, que A - B = 0, sem que, necessariamente, A=00u B = 0. I

e . . . . . A
Nota 9. No inicio deste tema, mencionamos um tipo de matriz chamada matriz transposta . Pode-
mos, agora, apresentar as seguintes propriedades:

1. (A")" = A, para toda matriz A = [a;] ..
2. Se A=[aj], ., e B=][bil,,, entdo (A+ B)" = A* 4 B*,
3. Se A= [ajj],,«, € k €R, entdo (kA)" = kA",

4. Se A= laj],.,e B =[byj],., entdo (AB)" = (BA)".
\

Prova: Seja A= [a;], ., € considere A" = (a]

' )nxm tal que a; = a;;, para todo / e todo j.

1. Fazendo (A*)* = (a})mxn, resulta:

ajj = aj; = ajj
para todos i, .
2. Esta demonstracdo deixamos como exercicio.

3. Fazendo (kA)" = (a]})mxn, resulta:

kafj’- = ka,-j = kaJ’-,,
para todos os valores de i e ;.
n n
4. Fazendo AB = C = (Cik)mxp € (AB)! = C* = (c};)pxm, resulta: ¢;; = cix = Z ajjbjk = Z by;aj;,

j=1 j=1
para todo i e todo ;.

1.5 Operacoes Elementares sobre Linhas

1.19 Definicdo. Denomina-se operacdes elementares sobre linhas de uma matriz as seguintes:

1. Permutacao de linhas;
2. Multiplicacéo de todos elementos de uma linha por um escalar ndo-nulo;

3. Substituicdo dos elementos de uma linha pela soma deles com os elementos correspondentes de
outra linha previamente multiplicados por um escalar n&o-nulo.

17
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Se A é uma matriz m x n, cujas linhas séo L, Ly, ..., L,, indicaremos as operagdes acima com 0s
seguintes simbolos:

1. L, < Lg, que significa permutar as linhas r e s.

2. L, — k- L, significa que a r-ésima linha foi substituida por ela prépria multiplicada pela constante ndo
nula k.

3. L, — L, + k- L, ou seja, a r-ésima linha foi substituida por ela mais k vezes a s-ésima linha.

Exemplo 1.23. Aplique as operacdes elementares na matriz

|l
42 1)

de modo a transformé-la na matriz identidade.

° ]
]

As operacfes elementares sobre as linhas de uma matriz possuem as propriedades: reflexiva, simétrica
e transitiva .

[ ] . [123 1 2 3
Solucéo: [356JL1_75L1:>[356JL2_)L2+(_3)L1:>{0 -1 —3JL2—>
2 2 1 0 -6 -11
[1 2 3 {1 0 -3
(1)L, = 0 1 3 1L — L+ (2L = 0 1 3 |Ll3 — L3+ 6L, =
[0—6 —11J {o -6 —11J
[10—3] . {10—3 100
[01 3JL3_>?L3:>{01 3JL1_)L1+3L3:>{013JL2—)L2+(_3)L2:>
00 7 0 0 0 1
[10
1
EE:

1.20 Definicdo. Sejam A, B € Mp,x,(R), ou seja, matrizes de ordem m x n. Diz-se que B € linha

equivalente a matriz A, quando B pode ser obtida de A por meio de uma seqiiéncia finita de operacdes
elementares sobre as linhas de A.

1 3 5 1
Exemplo 1.24. Selam A= 0 0 2 |eB= [ 0 1 3 |.Aseqlénciade operacdes elementares
os 2] looz]
a seguir mostra que B é linha equivalente a A.
{ 1 3 5 { 1 3 5 . 1 35 ]
A:{OO 2JL2HL3:>A:{O412JL2_>ZL2:>A:[O13J:B
0 4 12 0 0 2 2

1.5.1 Matriz Linha Reduzida Escalonada

1.21 Definicdo. Uma matriz M,,», € dita linha reduzida escalonada ou reduzida a forma de escada
(LRFE) se A = 0 ou satisfaz a todas as seguintes condi¢des:

1. Primeiro elemento ndo-nulo de cada linha deve serigual a 1.
18]
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2. Toda coluna que contém o primeiro elemento ndo-nulo de uma determinada linha deve ter todos os
outros elementos dessa coluna nulos.

. Toda linha nula deve ficar abaixo das linhas nao-nulas.

Se L, Ly, ...L, s8o linhas ndo-nulas de M, e se o primeiro elemento ndo-nulo da linha L; ocorre na
linha k;entdo k; < k» < ... < k,, ou seja, 0 numero de zeros precedendo o primeiro elemento ndo-nulo
de uma linha, aumenta a cada linha, até que sobrem somente linhas nulas, se houver. Esta condi¢ao
imp0&e a forma escada a matriz.

Podemos citar como exemplos de matrizes linha reduzida escalonada:

1 0 0 4] 01 3 [1 0]

00
A=[0 1 0 3 B=|{0 0 0 C:{oo} D=0 0
[0 01 4 {0 ooJ [o 1J

Por outro lado, as matrizes abaixo ndo sao reduzida escalonada:

1 00 3] 1 2 -3 {12 -3
F=101 2 1 G=[05 2 H=100 0
{o 01 3| [0 0 OJ {0 1 oJ

1.22 Proposicdo. Toda matriz A € M,,,«, € linha equivalente a uma Gnica matriz linha reduzida escalonada.

Prova: Seja A = [aj],,.., uma matriz ndo nula e suponha que A seja equivalente a duas matrizes

LRFE, M e N. Assim, temos que: A ~ M e A ~ N, pela propriedade transitiva temos que N ~ A.
Assim, A~ Me N~ Aouentdio N ~ Ae A~ M. Segue que, N ~ M. Mas, tanto M como N séo
matrizes LRFE, entdo M = N. O

1.23 Definicdo. Dada uma matriz A,xn, Seja Bnx, @ matriz linha reduzida escalonada linha equivalente

a A. Chama-se posto (ou caracteristica) de A o nimero de linhas ndo-nulas da matriz B e é denotado por
P(A).

1.24 Definicdo. Chamamos de nulidade( ou grau de liberdade) de uma matriz A o nimero N(A) =
[n — P(A)], onde n é o nimero de colunas da matriz A.

1 0 -1 1
Exemplo 1.25. Encontre o posto e anulidadedamatrizA=| 0 1 2 2
00 0 O

Solucdo: Observando que a matriz A € linha reduzida escalonada, como o ndmero de linhas néo

nulas de A é igual a 2 = P(A) = 2 e a nulidade N(A) = [4 — 2] = 2.

1.5.2 Matrizes Inversiveis

1.25 Definicdo. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Dizemos que A é matriz inversivel se existir
uma matriz B tal que AB = BA = |,.

1.26 Definicdo. Se A nao é inversivel, dizemos que A é uma matriz singular.

1.27 Teorema. Se A é inversivel, entdo é Unica a matriz B tal que AB = BA = |,.
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Prova: Admitamos que exista uma matriz C tal que AC = CA = I,. Temos:
C=1,C=(BA)C =B(AC) =BIl,=B.

a

1.28 Definicao. Dada uma matriz inversivel A, chama-se inversa de A a matriz A~! (que € Unica) tal que
AATL = A7TA = |,

E evidente que A~! deve ser também quadrada de ordem n, pois, A~ comuta com A.

1 eean [ 222 -

Exemplo 1.27. Qual a inversa da matriz A = { :5% 11 }?

Exemplo 1.26. A matriz A = { ; i } é inversivel e A~! = { ! _i } , pois, A- A7l = { L3 } :

b
Solugdo: Fazendo A~! = { ? J },temos:

C

S P M R P pabria B P

c d 5 11 0 1 3c+5d 7c+11d 0 1
T . . 11 7 5 3 ..
Pela definicdo de igualdade de matrizes, temos: a = 7 [y = 31 €= d= —a isto &,
-2 1)
At 2 2
2 2
pois temos também:
B
7 2 2 1
Al . A= 3 . = 0 _ 5
5 11 5 3 0 1
2 2

1.29 Teorema. Se A é inversivel, sua matriz linha reduzida escalonada é a identidade.

- . 4 8| . .
Exemplo 1.28. Verifigue se a matriz A = { ) } € inversivel.

Solugdo: Devemos verificar, portanto, se a matriz linha reduzida escalonada de A é a identidade.

1
A= L2—>%L2:>|: 0:|

2 9 2 0 1

4 8 1 1 2 1 2
}L1—>ZL1=>{ 9}L2—>L2+(—2L1):>{0 g

Como a matriz linha reduzida escalonada de A é a identidade, temos que A é inversivel.

. - . 1 2|, . .
Exemplo 1.29. Com base no teorema acima, verifique se a matriz { g } € ou ndo inversivel.

20
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Solucao: L L, —4L =
G {2 9} 2 — Lp 1 {0

2 : s o 3

a | Logo, a referida matriz ndo € inversivel ou singular.
1.30 Teorema. Se A, é inversivel, entdo existe uma seqiiéncia finita de operagfes elementares que torna

A, igual a matriz identidade (/,). Estas mesmas sequéncias de operagdes aplicadas ao mesmo tempo em

A, e em [, transformam /, em A;l.

0
Exemplo 1.30. Encontre ainversade A= | 0 1 1 |, caso seja possivel.
o2
Solucéo:
[110|100] {1 10|100]
011|010 L3—>L3+(—L1):> 0 11| 01 0|L — Li—L =
[102|001J {1—12|—101J
[1 0 -1 | 1 -10 10 -1 ] 1 -1
0 1 1] 0 10|Llz—Ls+(l)y=1]01 1| 0 10| L— 3=
[0—1 2 | -1 01J {103|—11J
2 2 1
1ot 11 o] 1001 321
01 1] o0 1
Ly - Li+(L)= |0 1 1 | 0 1 0 |L—L+(L)=
1 1 1
00 1| - <= = 1 11
3 3 3 1 —= - =
5 5 : 00 | 3 3 3
(100 5 -5 3
1 2 1
1 Z Z _Z
0 0 | 3 3 3
1 1 1
(0011 3 3 3]
Concluimos que A é inversivel e sua inversa é
(%_2 2
3 3 3
| L 2 2
3 3 3
L‘E £ 2
3 3 3 4

1.5.3 Matrizes Elementares

1.31 Definicdo. Uma matriz elementar de ordem n é uma matriz £ obtida de /, (matriz identidade) por
meio de uma s6 operacéo elementar.

As matrizes
[100} OOW
Et=10 2 0| eE=]13 10
{001J {001J
1

o . - 1 .
séo elementares. A primeira se obtém de /3 multiplicando-se por 5 <L2 — §L2>. A segunda se obtém de
Is subtraindo a segunda linha desta matriz a sua primeira linha multiplicada por 3(L, — L, — 3 L;).
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1.32 Proposicdo. Toda matriz elementar E é inversivel.

Nota 10. Quando efetuamos qualquer operacdo elementar nas linhas de uma matriz, estamos na
verdade multiplicando a esquerda da matriz por uma matriz elementar.

. 1 2 . - s
Exemplo 1.31. Seja A = { L1 } uma matriz. Encontre uma matriz linha reduzida a forma escalonada

(LRFE) a matriz A.

Solugcdo: Iremos obter uma matriz linha reduzida a forma escalonada B. Observe as operacdes
elementares realizadas.

1
0

1 2 10
L Li—2L, ~ ] =
SRR

1 2
et -

2
Lo — —Lp~ Al =
11 —1} TR {

Como efetuamos 3 operacdes elementares, existirdo 3 matrizes elementares envolvidas, as quais
chamaremos de E;, E; e E;.

. - 1 0
Aplicando a operacao elementar L, — L, — Ly al = { a9 } , obtemos:
1 0
E = ;
=

1 1 2 1 2
E].'A: 0 . :AI:
-1 1 11 0 -1

. 1 0
Da mesma forma, aplicando a operacéo elementar L, — —L,a | = { a9 } obtemos,
1 0
E;, = .

L tl-=-1o 4

. . - 1 0
Por fim, aplicando a operacao elementar L; — L; — 2L, a | = { g } , obtemos:

1 -2
E = :
=[o 7]

foare| VOV 2] |1 2
-1 1 11 0 -1

Assim, temos que E; - A=A E;- A= A" e E;- A = |. Portanto,

1 0

E-A =
? {—1 1

Es-E-Ei-A=1.

Pelo fato que E;, E, e E; foram obtidas da identidade de ordem 2 x 2 por uma operacao elementar,
temos que estas sao inversiveis. Assim,

Al=E B EeA=(E-E-E)'=E'E' E*'
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1.6 Exercicios Propostos

1.1.Sejam:A:{l 2 3},3:{_20 1}C:[ 2(,D=[2 -1],E=|3 -1 |e
2 1 -1 30 1 { { J

1
F= { 0 (1) } Calcule, quando possivel:

(@ A+B (e) Ef + (—A)
(b) B+ F ) C-D+2E—- A!
(c)A-C (g) Ct-E-3D
(dC-A (h)E-F+ At — Bt
. i+j , sei=j . .
1.2. Dadas as matrizes A = [a;j],, ,, tal que a;; = { 0. seidt e B = [bjj,,, tal que b = 2i —3j,

entdo A + B éigual a:

1 4

1 —4 ~1 4 1 —4 1 4
1 -2 (b)[—l —2} (C){ 12} (d){l 2} (e){l 2}

1.3. Se A e B sao matrizes de tipo 2 x 3, qual das seguintes operacdes ndo pode ser efetuada?

(a){:

(@ A+ B (b) At — Bt ©(A+B)-Bt  (d)Bt-A (e)A-B

1.4. Sendo as matrizes M = (mjj)ox3, N = (nij)axs, P = (Pij)ex4r Q = (gij)dxe, € possivel determinar
M+ N,N-PeP—Q,se:

a)b—a=c—d
@b-a=c (da-b=6a+l=b=c=d=e—1

(b) a c e (e)b:C:d:a—;c

(c)b=a+1l,c=d=e=4

. -2 1 - : .
1.5. O valor de x para que o produto das matrizes A = { 3 )1< } eB = { 0 ) } seja uma matriz
simétrica é:
(@ -1 (b) 0 ©1 (d) 2 (e)3

1.6. Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n e inversiveis. Mostre que também sao inversiveis:

@A teque (A1) t=A (b) ABeque (AB)"1 =B 1A"! (c) At eque (Af)"! = (A1)

1.7. Reduza as matrizes abaixo a forma reduzida escalonada e determine o posto e a nulidade das
mesmas.

{1 11 3]
(a)A_H(l)_zliJ (d)D:{l_ﬂ
0 2
woo| i s (10
[1 2 —5J (e)E_F;‘
[0 1 3 —2} 1 9
ol
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1.8. Com base no teorema 1.30, verifique se a matriz
1 2 6
B=]10 15
{ 2 3 7 J
€ ou nao inversivel e determine sua inversa.

1.9. Dé exemplos, se possivel, de matrizes satisfazendo as condigGes dadas abaixo. Observagao : N(A) =
nulidade de A e P(A) = posto de A.

(@) Boxs, P(B) =2

(b) Gsx2, P(C) =3 (e) Gax3, N(G) =0
(C) Daxa, P(D) =3 (f) /3!3./;/(7) _20
(d) Faxs, N(F) =2 (@) 45, P(J) =

1.10. Verifigue se séo verdadeiras ou falsas as seguintes afirmacdes:

(a) O posto de uma matriz € um nimero natural maior ou igual a zero e menor ou igual ao nimero de
linhas.

(b) O posto de uma matriz € um ndmero natural maior ou igual a zero e menor ou igual ao nimero de
colunas.

(c) Se C é uma matriz quadrada de ordem 3 e possui uma linha nula, entdo P(C) = 2.
(d) Se P(D) =3e D,xmcomn>3,entdo m < 3.

1.11. Use as operacdes elementares sobre linhas para descobrir se A é inversivel. Determine, se possivel,
A~ nos casos abaixo:

. 2 5 . 1 -1 2 —4
(I)A:{l 3} (||)A:{1 ) } (I|I)A:{4 —8}

1.6.1 Histérico sobre a Algebra

Costuma-se associar a algebra, mais do que outras partes da matematica, ao uso de simbolos es-
pecificos em sua linguagem - letras, em particular. Curiosamente, porém, o termo algebra é oriundo do
titulo de um livro sobre equacdes, especialmente as de segundo grau, escrito no século /X, onde nao ha
emprego de nenhum simbolo matematico especifico: até os nimeros que nele aparecem sdo expressos
em palavras.

Alias, essa era, quase que invariavelmente, a maneira de se fazer matematica até entdo. E assim
continuou sendo até o século XV/. Os babildnicos, por exemplo, uns 1.800 anos antes de Cristo, ja
resolviam equacdes do segundo grau. Mas, embora usassem um procedimento equivalente a técnica
atual de resolucao, ndo se baseavam em nenhuma férmula, mas sim numa regra verbal.

Os primeiros artigos registrados de algebra foram achados no Egito em 2.000 a.C, mas quem real-
mente desenvolveu a algebra foi o antigo Isla. Al-Khwarizmi é considerado o fundador da algebra como a
conhecemos hoje.

Estranha e intrigante é a origem da palavra “algebra”. Ela ndo se sujeita a uma etimologia nitida como,
por exemplo, a palavra “aritmética”’, que deriva do grego arithmos (“nimero”). O termo Algebra é uma
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variante latina da palavra arabe al-jabr (as vezes transliterada al-jebr), usada no titulo de um livro, Hisab al-
jabr wal-mugabalah, escrito em Bagda por volta do ano 825 pelo matemético arabe Mohammed ibn-Musa
al Khowarizmi (Maomé, filho de Moisés, de Khowarizm), trabalho entitulado: Al-Jabr w'al-Mugabalah, isto
€ “O livro sumario sobre calculos por transposicao e reducdo”. Este trabalho, freqlientemente citado,
abreviadamente, como Al-jabr era extremamente didatico e destinava-se ensinar solu¢des para os prob-
lemas matematicos cotidianos da época. Uma traducao literal do titulo completo do livro é a “ciéncia da
restauracao (ou reunido),“conexao” ou “complementacao e reducdo”, mas, matematicamente, seria melhor
“ciéncia da transposicéo e cancelamento” ou, conforme Boher, “a transposi¢éo de termos subtraidos para
0 outro membro da equacgéo” e “o cancelamento de termos semelhantes (iguais) em membros opostos da
equacgao”.

Podemos, ainda, considerar a algebra como o ramo que estuda as generaliza¢cdes dos conceitos e
operacdes de aritmética ou talvez a melhor traducéo fosse, simplesmente, “a ciéncia das equagdes”.

Ainda que originalmente “algebra” refira-se a equagdes, a palavra, hoje, tem um significado muito mais
amplo e pode se referir a varias areas da matematica. De uma forma geral, podemos organizar a algebra
como: “Algebra universal”, “Algebras abstratas”, “Algebra elementar”, “Algebra Computacional”, “Algebra
Linear”.

A notacéo algébrica utilizada hoje normalmente por nés, comeca com Fragois Viete e é configurada na
forma atual por René Descartes. Assim, 0s processos para achar as raizes de equac¢@es dos babilénios,
gregos, hindus, arabes e mesmo dos algebristas italianos do século XV eram formuladas com palavras e
as vezes até com versos (india).

Uma algebra como a de al-Khowarizmi, desprovida de simbolos especificos, costuma-se ser chamada
algebra retérica. Mas, por este aspecto, a obra de al-Khowarizmi era um retrocesso. Diofanto de Alexan-
dria, as vezes chamado “o pai da algebra”, por exemplo, ja usara alguns simbolos (abreviagbes) em sua
obra: para a incognita, poténcias da incognita (até a sexta poténcia), igualdade, subtragdo e inversos. Mas,
por varios motivos, sua notacdo ndo pegou.

Enfim, pensando na algebra retérica de al-Khowarizmi e na influéncia que teve, pode-se entender por
gue no século X V/, algebrista significava popularmente, na Italia e na Espanha, o especialista em conser-
tar ossos quebrados ou destroncados.

Determinantes

A toda matriz quadrada A = [a;;], a;; € R est& associada um elemento de R chamado determinante de
A, usualmente representado por

det(A) ou |A|.

A teoria dos determinantes teve origem em meados do século X V///, quando eram estudados proces-
sos para resolucdo de sistemas lineares de equacgfes. Hoje em dia, embora ndo sejam um instrumento
muito pratico na resolucdo de sistemas, os determinantes séo utilizados, por exemplo, para sintetizar
certas expressfes matematicas complicadas. Veremos, nos préximos temas, que o determinante € um
instrumento indispensavel na investigacéo e obtencao das propriedades de um operador linear.
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1.6.2 Breve Histdrico

Na matematica ocidental antiga sdo poucas as aparicfes dos sistemas de equacfes lineares. No
Oriente, contudo, 0 assunto mereceu atencdo bem maior. Com seu gosto especial por diagramas, 0s
chineses representavam os sistemas lineares por meio de seus coeficientes escritos com barras de bambu
sobre os quadrados de um tabuleiro. Assim acabaram descobrindo o método de resolucao por eliminagao
- que consiste em anular coeficientes por meio de operagdes elementares. Exemplos desse procedimento
encontram-se nos nove capitulos sobre a arte da matematica, um texto que data provavelmente do século
111 a.C.

Mas foi s6 em 1.683, num trabalho do japonés Seki Kowa, que a idéia de determinante (como polindmio
gue se associa a um quadrado de nameros) veio a luz. Kowa, considerado o maior matematico japonés
do século XV/I, chegou a essa nocgéo através do estudo de sistemas lineares, sistematizando o velho
procedimento chinés (para o caso de duas equacdes apenas).

O uso de determinantes no Ocidente comecou dez anos depois num trabalho de Leibnitz, ligado tam-
bém a sistemas lineares. Em resumo, Leibnitz estabeleceu a condi¢cdo de compatibilidade de um sistema
de trés equagfes a duas incdgnitas em termos do determinante de ordem 3 formado pelos coeficientes
e pelos termos independentes (este determinante deve ser nulo). Para tanto criou até uma notacdo com
indices para os coeficientes: o que hoje, por exemplo, escreveriamos como aj,, Leibnitz indicava por 12.

A conhecida regra de Crammer para encontrar 0 conjunto solucdo de um sistema de n equacdes
a n incognitas, por meio de determinantes, € na verdade uma descoberta do escocés Colin Maclaurin
(1.698 — 1.746), datando provavelmente de 1.729, embora s6 publicada postumamente em 1.748 no seu
Treatise of algebra. Mas o nome do suico Gabriel Crammer (1.704 — 1.752) néo aparece nesse episédio de
maneira totalmente gratuita. Crammer também chegou a regra (independentemente), mas depois, na sua
Introducgéo a andlise das curvas planas (1.750), em conexdo com o problema de determinar os coeficientes
da conica geral A+ By + Cx + Dy? + Exy + x? = 0.

O francés Etienne Bézout (1.730 — 1.783), autor de textos matematicos de sucesso em seu tempo,
sistematizou em 1.764 o processo de estabelecimento dos sinais dos termos de um determinante. E coube
a outro francés, Alexandre Vandermonde (1.735 — 1.796), em 1.771, empreender a primeira abordagem da
teoria dos determinantes independente do estudo dos sistemas lineares - embora também os usasse na
resolucao destes sistemas. O importante teorema de Laplace, que permite a expansdo de um determinante
através dos menores de r filas escolhidas e seus respectivos complementos algébricos, foi demonstrado
no ano seguinte pelo proprio Laplace num artigo que, a julgar pelo titulo, nada tinha a ver com o assunto:
“Pesquisas sobre o calculo integral e o sistema do mundo”.

O termo determinante, com o sentido atual, surgiu em 1.812 num trabalho de Cauchy sobre o assunto.
Neste artigo, apresentado a Academia de Ciéncias, Cauchy sumariou e simplificou o que era conhecido
até entdo sobre determinantes, melhorou a notacdo (mas a atual com duas barras verticais ladeando o
guadrado de ndmeros s6 surgiria em 1.841 com Arthur Cayley) e deu uma demonstracdo do teorema da
multiplicacdo de determinantes - meses antes J. F. M. Binet (1.786 — 1.856) dera a primeira demonstracéo
deste teorema, mas a de Cauchy era superior.

Além de Cauchy, quem mais contribuiu para consolidar a teoria dos determinantes foi o aleméao Carl
G. J. Jacobi (1.804 — 1.851), cognominado, as vezes, “o grande algorista”. Deve-se a ele a forma simples
como essa teoria se apresenta hoje elementarmente. Como algorista, Jacobi era um entusiasta da notacao
de determinante, com suas potencialidades. Assim, o importante conceito de jacobiano de uma funcéo,
salientando um dos pontos mais caracteristicos de sua obra, € uma homenagem das mais justas.

Comecaremos o estudo dos determinantes com uma discussédo de permutacdes, que é necessaria
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para a definicdo do determinante.

1.7 Permutacoes

Seja n > 1 um namero natural. Consideremos o conjunto N, = {1,2, ..., n}.
1.33 Definicdo. Toda aplicacéo bijetora o : N, — N, chama-se permutagéo do conjunto N,,.
Se o e ¢ sé@o permutacbes de N,, entdo o 0 ¢ : N, — N, também é uma permutacdo. A aplicacdo

idéntica de N, (indicaremos por Id) é obviamente uma permutacio. Além disso, a inversa o~! de uma
permutacdo o de N, também é permutacgéo de N,,.

Notacéo: indicaremos abreviadamente uma permutacdo o de N, por

1 2 n
g =
a(l) o(2) a(n)
Observe que, como o é injetora e sobrejetora, a sequéncia o(1),0(2),...,0(n) é simplesmente um
rearranjo dos ndmeros 1,2, ..., n. Observamos que o nimero de tais permutacdes é n! e que o conjunto

delas é, usualmente, representado por S,,.

Se n = 2, existem duas (2!) permuta¢6es do conjunto N, = {1, 2} que séo

FHLIE

Ou, de outra maneira, podemos dizer que existem 2! =2 -1 =2 permutacdesem S, : (1 2) e (2 1).

Existem 6(= 3!) permutacdes de Ns; = {1, 2,3}. S&o elas:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
123" (213 |2 31]
1 2 3 1 2 3 1 2 3
132" (312 |3 21]

Ou de outro modo, podemos dizer que existem 3! =3 -2 .1 = 6 permutagbes em Ss :
(123),(132),(213),(231),(312),(321).

1.34 Definicdo. Consideremos uma permutacao

U_{ 1 2 ... n
o) o2 ... o(n)

de N,. Seja r o nimero de pares ordenados (/,j) com 1 < i < j < ntais que o(i) > o(j). Chama-se sinal
ou paridade da permutagdo o 0 nimero inteiro representado por sgn(c), que é

sgn(o) =1, ser é par
sgn(c) =—1, seréimpar.

Exemplo 1.32. Seja o = { 123

3 1 9 } Os pares (i,j)com1 < i< j<3eo(i) > o(j) séo (1,2) e (1,3).

Logo, r =2 e sgn(oc) = 1.
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1 2
Exemplo 1.33. Sejaoc = { L 3 2 } O Unico par (i,j)com1 < i< j<3eo(i) > o(j)€é(23). Logo,

r=1esgn(c) =-1

Exemplo 1.34. Tomemos o = 12345 .
31 25 4

Neste caso os pares (i,j)com 1 < i < j < 5e o(i) > o(j) séo (1,2),(1,3) e (4,5). Logo, r =3 e
sgn(o) = —1.

. . 1 23
Exemplo 1.35. A permutacéo identidade /d = { L2 3 4

} é par, porque nenhum par (i, ) pode
satisfazer a condicdo 1 </ < j < 4, ou seja, r = 0.

1.35 Definicdo. Uma permutacdo o € par (respectivamente, impar) se sgn(c) = 1 (respectivamente,
sgn(c) = —1).

1.36 Definicdo. Chama-se transposi¢do uma permutacéo ¢ em que existe apenas um par (i, j) de maneira
que i < je (i) > ¥(j) e que deixa os demais elementos fixos, isto é, (k) = k, k # i, j. Esta transposigéo
é indicada por (i J).

Exemplo 1.36. Os exemplos abaixo representam tranposi¢des de permutacdes.

(1 2
=1lej=2);
. 21}(/ j=2)

[1 2 3
i =2ej=3),
113 2}(/ Jj=3)
(1 2 3 4 56
. ( neste exemploi=3ej=06)
|1 26 4 5 3

As transposi¢des séo permutagdes impares muito simples pois n — 2 elementos de N, = {1,..., n} séo
inalterados por elas e, logicamente, os outros dois sdo invertidos ou transpostos.

1.37 Teorema. Toda permutacao o do conjunto N, pode fatorar-se na forma o = 11 o9 0... 01, onde ¥;
séo transposicles. Se o = ¥ oY} o... 01, é outra decomposi¢do de o em transposi¢des, entdo s e t sdo
ambos pares ou ambos impares. Além disso, sgn(c) = (—1)*.

Decorre desse teorema que sgn(o o p) = sgn(o)sgn(y), onde o e ¢ sdo permutacdes quaisquer do
conjunto N,. Em particular para toda transposicéo ¢, sgn(o o ¢) = —sgn(o). A verificagdo destas formulas
deixamos como exercicio para o leitor.

1.8 Determinante

Seja A = [a;;] uma matriz real de ordem n. Consideremos um produto da forma

A10(1)920(2) * - - - * Ano(n)»

em que o é uma permutagdo do conjunto N,. Nesse produto aparece apenas um elemento de cada linha
de A(pois os primeiros indices ndo se repetem) e apenas um elemento de cada coluna de A (pois os
segundos indices também n&o se repetem, ja que o € bijetora). Vamos multiplicar esse produto pelo sinal
de o que é 1 ou —1:

Sgn(o)alg(l)azg(z) * ..ok dpo(n)-
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Finalmente somemos todos os nimeros assim obtidos, de maneiras que o percorra o conjunto de todas
as permutacgfes de N,. Teremos portanto n! parcelas no somatorio

Z sgn(o 310(1 a25(2) * - - - * Ang(n)-
1.38 Definicdo. Chama-se determinante da matriz A de ordem n o nimero real

det(A Z SgN(0)a1o(1)320(2) * - - - * Ana(n) OU |A| = Z sgn(0)ais(1)a20(2) * - - - * no(n)-

E, freqiientemente, representado por

dil1 d12 ... din
d21 a2 ... ap
dnl dp2 ... dpn

Nota 11. Nao confundir a representagéo acima do determinante da matriz A com a propria matriz
de A.

1.39 Proposicdo. Se A = [a11], entdo det(A) = a13.

1.40 Proposicdo. Seja A = { A } aj; € R. Ent&o, det(A) = a11az2 — a12a21.
do1  ax

Prova: As  permutagdes do conjunto {1,2} e seus sinais sdao:

1 2 .

Id = ( sinal 1) 1 2 .
12 o= ( sinal —1). Logo,
2 1

e
dEt(A) = a11d92 — ai2a’i. O

a11 d12 413
1.41 Proposicdo. Seja A = [ a1 ax axn J € M3(R). Entdo

a31 432 as3

det(A) = 311822333 + 312823331 + 313821332 — 311323832 — A13322a31 — 312321333.

Prova: As permutag6es do conjunto {1, 2,3} e seus respectivos sinais sao:

123 123 123
{123}(“) {2 1}(“) {312}(“)

12 3 1 2 3 1 23
Ll den 3 e [ e

1 2 1 3
det(A) = 311422333 + 312323331 + 313821332 — 311823332 — 313822831 — A12a214833.

w

NN

Logo,

O

Notemos que, como o nimero de parcelas de det(A) é n!, entdo o calculo de determinantes através
da definicdo se torna trabalhoso em demasia a medida que cresce o n. Portanto, usamos métodos in-
diretos para calcular determinantes, em vez da definicdo. Na verdade demonstraremos um ndamero de
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propriedades sobre determinantes que nos permitirdo encurtar consideralvelmente este calculo. Em par-
ticular, mostraremos que um determinante de ordem n € igual a uma combinacao linear de determinantes
de ordem n — 1.

Para as matrizes de ordem n = 2 e n > 3 existem dispositivos praticos para o céalculo dos respectivos
determinantes, os quais serdo estudados a seguir, tomando por filosofia que uma vez dominada a teoria
que fundamenta os determinantes, utilizaremos estes dispositivos como ferramenta pratica de célculo dos
mesmos.

1.8.1 Dispositivos Praticos para Determinantes de Ordem n <3
1. Se Aéde ordem n =1, entdo det(A) é o Unico elemento de A.
A= [311] = det(A) = a11-

2. Se A é de ordem 2, det(A) € o produto dos elementos da diagonal principal subtraido do produto dos
elementos da diagonal secundaria.

A= { . } = det(A) = A = a11422 — d12a21.
axn  ax az1  a»
3 -1
Exemplo 1.37. det(A) = ‘ 4 o | 3-2-4(-1)=10.

3. Regra de Sarrus : Se A é de ordem n = 3, isto é,

411 d12 a3
A= a1 a2 az
431 d32 as3

definimos:
det(A) = 311422333 + 312323331 + 313821332 — 811823332 — 313822831 — A12a214833-
Podemos memorizar esta definicdo da seguinte forma:

(a) Repetimos, ao lado da matriz, as duas primeiras colunas.

(b) Os termos precedidos pelo sinal & s&o obtidos multiplicando-se os elementos segundo as
flechas situadas na direcdo da diagonal principal:

a11 - d22 - 433,412 - 423 - 431, 413 - 421 - 432.

(c) os termos precedidos pelo sinal © séo obtidos multiplicando-se os elementos segundo as flechas
situadas na direcdo da diagonal secundaria:

—d13 - d22 * 831, —d11 - 823 - 432, —d12 - @21 - 433.

Exemplo 1.38.
1 3 4
5 2 —-3|=4-9+80-8+12—-30=49.
1 4 2
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1.42 Definicao. Consideremos uma matriz A de ordem n > 2; seja a;; um elemento de A. Definimos o
menor complementar do elemento a;;, € indicamos por D;;, como sendo o determinante da matriz que se
obtém suprimindo a linha i e a coluna j de A.

4 3 4
Exemplo 1.39. Seja A= [ 2 1 5 J e calculemos Dy, Dy; € Daj.
3 3 2

. 5
Exemplo 1.40. Seja A = { ; e calculemos Dqs, Dys.

1.43 Definicdo. Consideremos uma matriz de ordem n > 2; seja a;; um elemento de A. Definimos
complemento algébrico do elemento a;; (ou cofator de a;;) e indicamos por Aj;, como sendo 0 nimero
resultante do produto (—1)*/ - D;;.

1.44 Teorema. O determinante da matriz A = [aj;] € igual & soma dos produtos obtidos multiplicando os
elementos de qualquer linha(coluna) pelos seus respectivos co-fatores:

n
|Al = aj1Air + aipAiz + ... + ainAin = Z ajjAjj
=1

n
|A| = alelj + angzj +...+ a,,jAnj = Z a,-jA,-j.
i=1

As formulas acima, chamadas desenvolvimento de Laplace do determinante de A, (teorema de Laplace)
segundo a i-ésima linha e j-ésima coluna, respectivamente, oferecem um método de simplificar o calculo
de |A|. Isto é, adicionando um mudltiplo de uma linha(coluna) a outra linha(coluna), podemos reduzir A a
uma matriz contendo uma linha ou coluna com um elemento 1 e os outros elementos 0. Desenvolvendo
segundo esta linha ou coluna, reduzimos o calculo do |A| ao célculo de um determinante de ordem uma
unidade inferior & ordem de |A|.

1.10 Propriedades dos Determinantes

A definicdo de determinante e o teorema de Laplace nos permite o calculo de qualquer determinante.
Contudo, é possivel simplificar este célculo empregando-se certas propriedades. Relacionamos, agora,
propriedades béasicas do determinante de uma matriz nos teoremas a seguir. Ndo nos atenhamos aqui
com formalismos e o rigor das demonstragdes.

P;. O determinante de uma matriz A e o de sua transposta A* sdo iguais, isto €, det(A) = det(A").

1
Exemplo 1.41. Seja A= { ) . Calcule det(A) e det(A").

1
Solucdo: det(A) = )

12
=1-5—4-2=—3e det(A!) = =1.5—4.2=-3
5 4 5

Verificamos que, através desta, qualquer outra propriedade envolvendo o determinante de uma matriz
A e suas linhas, a mesma também ¢é vélida para det(A) e suas colunas.

Em certos casos, 0 determinante pode ser obtido de imediato. Vejamos isso nas propriedades a
seguir.
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P,. Seja A uma matriz quadrada. Se A tem uma linha (coluna) de zeros, entdo det(A) = 0.

Exemplo 1.42. Calcule o determinante das matrizes:

[30e] |
o

= W N o
nw T Q N

o O O o

Solugdo: A segunda linha em A e a quarta coluna em B sdo nulas. Portanto, de acordo com a
propriedade anterior, temos que det(A) = det(B) = 0.

Ps. Seja A uma matriz quadrada. Se A tem duas linhas (colunas) idénticas, entdo det(A) = 0.

les-
|

Solucdo: A primeira e terceira linhas sdo idénticas em A e, em B, a primeira e a quarta coluna
também. Portanto, de acordo com a propriedade anterior, temos que det(A) = det(B) = 0.

L
o
~N 0

Exemplo 1.43. Calcule o determinante das matrizes A = { 2 5

9]
o
(9]
= W NN o

~N o=
w S Q N
~N 0NN =

Ps. Seja A = [aj;] uma matriz quadrada de ordem n. Se A é triangular inferior ou superior, entao det(A)

€ produto dos elementos diagonais [det(A) = H akk | . Assim, em particular, det(/,) =1, onde /, é a

k=1

matriz identidade de ordem n.

300
Exemplo 1.44. Calcule o determinante da matriz A = { 2 50 }

Solugdo: det(A)=3-5-1=15.

[

Exemplo 1.45. Calcule o determinante da matriz A =

O O O W
O O = N
O N b W
AN NG

Solugdo: det(A)=3-5-1-2-6 = 36.

Ps. Se uma matriz A de ordem n > 2 tem duas filas paralelas (duas linhas ou duas colunas) formadas
por elementos respectivamente proporcionais, entdo det(A) = 0.

Solucdo: Como a segunda coluna é igual ao dobro da terceira, det(A) = 0.
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1.10.1 As Operacoes Elementares Sobre Linhas e o Determinante

Veremos aqui como o determinante de uma matriz é afetado pelas operacdes elementares.

Seja B uma matriz obtida da matriz A por:

Ps. Seja B uma matriz obtida da multiplicagdo de uma linha (ou coluna) de A por um escalar k. Ent&o,
det(B) = k - det(A).

7 14 49}
Exemplo 1.47. Qual a relacdo existente entre os determinantes das matrizes A= | 3 5 2
o2 1)
{1 2 7}
eB=|3 5 2|?
o
7 14 49 7-1 7-2 7-7 1 2 7
Solucéo: 3 56 2 |=| 3 5 =7-13 5 2 |. Portanto, det(A) = 7 - det(B).
0o 2 7 0 2 0 2 7
P;. Troca entre si de duas linhas(respectivamente, colunas) de A; entdo |B| = —|A|.
4 2
Exemplo 1.48. 3 =-22e ! =22,
7 2
1 4 -1 -1 4 1
Exemplo 1.49. |3 1 2 |=-37e| 2 1 3 |=317.
0 3 2 2 30

Ps. Adicionando a uma linha ou coluna de uma matriz A, de ordem n, uma outra linha ou coluna paralela,
previamente multiplicada por uma constante, obteremos uma nova matriz B tal que: |B| = |A|.

1 3
Exemplo 1.50. [A|=| 4 2 7 |. Adicionando, a 12 coluna a (—3) vezes a 22 coluna, obtemos
4 1 -6
1 0 5 1 3 5 1 0 5
um novo determinante |[B|=| 4 —10 7 |talque|Al=|4 2 7 |=|4 -10 7 |=|B|
4 —-11 -6 4 1 -6 4 -11 -6

Nota 12. A importancia desta propriedade reside no fato de que podemos “introduzir zeros” numa

fila de uma matriz, sem alterar seu determinante: com isso, podemos facilitar bastante seu calculo
através do teorema de Laplace.

Py. Se uma matriz quadrada A = [a;j], de ordem n, tem uma linha (ou coluna) que é combinacéo linear
de outras linhas (ou colunas), entdo det(A) = 0.

25 7 1 ]
Exemplo 1.51. Calcule o determinante da matriz A = { 44 8 5 J .

27 1 6
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Solucdo: Pode-se verificar, facilmente, que a primeira coluna € uma combinacéao linear da 22 e 32
colunas de A. De fato, usando os multiplicadores 3 e 4, respectivamente, temos:

3.74+4-1=25
3.844.-5=44 .
3.1+4.-6=27

Assim, det(A) = 0.

Exemplo 1.52. Sem calcular, dé uma justificativa plausivel. Por qué o determinante das seguintes
matrizes sdo nulos?

2 3 5 2 3 4
@A=|4 -1 3 |; OB={1 2 5 |.
[5 4 9J [7 12 23J

Solucéo:
(@) E nulo, pois, a 32 coluna é igual a soma da 12 coluna com a 22 coluna;
(b) E nulo, pois, a 32 linha € igual a soma do dobro da 12 linha com o triplo da 22 linha.
P1o. Teorema de Binet : Se A e B sdo matrizes quadradas de ordem n, entéo

det(A- B) = det(A) - det(B).

Exemplo 1.53. Verifigue que det(A - B) = det(A) - det(B), sabendo que A = { L2 } eB =

3 4
2 3
0 5|

1 2 2
Solucdo:  det(A) = =1-4-3.2 = -2, det(B) = 3 =2-5-0-3=10e
3 4 0 5
2 13
det(A- B) = 5 o | 58 — 78 = —20. Portanto, det(A) - det(B) = det(AB) = —20.

e .
Nota 13. Como conseqiiéncia decorre de P;o que

1

det(A™1) = det(A)’

De fato, se existe A~!, entdo:

A-A71 =1, = det(A- A7) = det(l,) = det(A) - det(A™!) = 1 = det(A) # 0

1
det(A)

det(A™1) =

1.11 Matriz Adjunta

1.45 Definicdo. Seja A = [a;j] uma matriz quadrada de ordem n, A;; o cofator de a;; e A’ a matriz dos
cofatores de A. Chamamos de matriz adjunta de A e indicamos por A, a transposta da matriz A’, isto €&,

A= (A,
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Em resumo:
IV a1l alo e din -| [ A11 A12 . Aln -‘ Bll Blg . Bln
dni ano . dop , A21 A22 . Agn _ 821 822 . an
A= T T T A= T T T | eA=
dpl dn2 ... dnn Anl An2 s Ann Bnl Bn2 cee Bnn

emque B =A;,Vie{l,2,....ntevVje{l,2,... n}

Exemplo 1.54. Determine a matriz adjunta de A = { L2 }

3 4
1 2 4 —
Solugdo: Se A= ,entdo A’ = 3 , pois,
3 4 -2 1

Aun=(-1)*-14/=4 Ap=(-1)* |3/ =-3
Aur=(-1P-12| = -2 Ap=(-1)*-|1|=1

e concluimos que

Exemplo 1.55. Determine a matriz adjunta de A = { 2 1 3 J .
1

0 2 -3 9 -1
Solugdo: SeA=|2 1 3 |,entdoA=| 2 —6 -1 |[,pais,
{ 1 OJ {—2 1 1J
1 3 2 3 2 1
Ayp = (—1)2 =-3 Ap=(-1)3 =9  Ap=(-1)* =1
n=(12 . 2= | 5= (D S ]
0 2 1 2 1 0
Ay = (—1)3 =2 A = (—1)* =6 Axp=(-1pP° =-1
21 ( ) 1 3 22 ( ) 3 0 23 ( ) 3 1
0 2 1 2 1 0
Az = (—1)* = -2 Ap=(-1) = -3 Az =(-1)° =1
31 = (—1) 1 g 32 =(-1) 5 3 33 =(—1) 5 9

e concluimos que:

1.12 Processo de Calculo da Inversa de uma Matriz Quadrada

1.46 Teorema. Se A é uma matriz quadrada de ordem n e det(A) # 0, entdo a inversa de A é:

1
~ det(A)

At A
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1.47 Corolario. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. A inversa da matriz A existe se, e somente se,
det(A) # 0.

Prova: Se det(A) # 0, pelo teorema anterior vimos que existe a inversa e

1
-1 _ .
A= det(A) A
Se existe A7!, entdo A- A~ =/, e det(A) - det(A~1) = det(/,) = 1 # 0. Portanto, det(A) # 0. O

. . . . 1 2 -
Exemplo 1.56. Determine a inversa, se possivel, da matriz A = { 3 4 } , utilizando-se do resultado do

teorema 1.46.

1 2
Solugéo: Como det(A) = -

. . = 4 -2
= —2, temos que A é inversivel. Segue que, A = { 3 q } .

Logo,

1.13 Exercicios Propostos

1.12. O determinante de uma matriz é 42. Se multiplicarmos a primeira linha da matriz por trés e dividirmos
sua segunda coluna por nove, a nova matriz tera determinante igual a:

(a) 12 (b) 14 (c)21 (d) 42
1.13. A e B séo matrizes quadradas de ordem 3 e B = K - A. Sabe-se que det(A) = 1,5 e det(B*) = 96.

Entao:

(a) K = 64 (b) K = 96 © K= (€) K =4

1
4
[a b c-| [
1.14. DadasasmatrizesAZ[S 3 2Je8:[

2 4 6
quaisquer valores de a, b e ¢, temos:

1

a 5 1
b 3 2 J , de determinantes n&o-nulos. Entéo, para
c 2 3

(@) det(A) = 2 det(B)(b) det(A) = det(B?) (c) det(A?) = det(B) (d) det(B) = 2det(A)(e) det(A) = det(B)

1.15. O valor do determinante

o o o N
o o = N
|
N
w

(a) —4 (b) -2 (©)0 (d) 2 (e) 4

1.16. Considere as afirmativas:

1. Se A* é a transposta da matriz quadrada A, entdo det(A") = det(A).

2. Se A é uma matriz quadrada de ordem 2 tal que A- A = 0, entdo a matriz I-A é inversivel.
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3. Se A é uma matriz inversivel, entdo det(A~!) = [det(A)] .

A soma dos nimeros associados as afirmativas corretas é:

1
(@9 (b)5 (c) 5 (d) 4
a a—1 1
1.17. Amatriz A= [ a+1 -1 0 J é inversivel se, e somente se:
1 2 -1

@a#£tlea#?2 (b)a#£—-1lea# -2 (C)at—-1lea#2 (da=-lea=-2 (e)la=-1loua=2

1.18. A e B sdo matrizes quadradas de ordem 3 e B = cA, sendo ¢ um ndmero real ndo-nulo. Se o
determinante A é 3 e o0 determinante da transposta de B é 81, entéo o valor de c é:

(@) 6 (b) 2 (©)3 (d)5 (e) 4

Sistemas Lineares

Muitos problemas na Algebra Linear sdo equivalentes ao estudo de um sistema de equacdes lineares,
por exemplo, a procura do nicleo de uma transformacéo linear e a caracterizacdo do subespaco gerado
por um conjunto de vetores. Assim, as técnicas introduzidas nesta secdo serdo aplicaveis aos temas
subsequentes.

1.14 Equacao Linear
1.48 Definicdo. Dados os numeros reais a1, a1z, - - ., a1n, b (n > 1), chamamos de equacéo linear, nas
incégnitas xq, x2, . . ., X, toda equacéo do tipo

a11x1 + apxo + ...+ ainx, = b.

Os nimeros a1, a12, - - -, 31, S40 chamados coeficientes e b, é o termo independente da equacao.

Exemplo 1.57. S&o lineares as equacgdes:

e 13x1 +4x, — bxz — 2x4 = 5;
e —10x —xo —x3=0

e 0x; +0x —0x4 =5
e0x;+0x —0x3 —0x4 =0

Exemplo 1.58. Observemos que ndo séo lineares as equacdes:

° 13)(12 +4x —5x3 =0
o —10x1%0 — x3+ x4 =3

e 0x; — /X2 —x3 =5
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1.14.1 Solucao de uma Equacao Linear

Dizemos que a seqiiéncia ou n-upla ordenada de numeros reais (as, az, as, ..., a,) € uma solugdo da
equacao linear
aiixy +apxo+...+ax,=>b

se ajjaq + apan + ...+ aia, = b for uma sentenca verdadeira.

Exemplo 1.59. Seja a equagdo linear 2x; + 3x; — x3 + x4 = 3. A sequéncia (1,2, 3, —2) é solugao, pois,
2-(1)+3-(2) — 3+ (—2) = 3 é sentenca verdadeira, porém, a seqiiéncia (1, 1,2, 1) ndo é solugéo, pois,
2-14+3-1-2+41=3¢ésentenca falsa.

Exemplo 1.60. Seja a equaco linear 0x + Oy + 0z = 0. E facil observar que qualquer tripla ordenada
(a1, a2, a3) é solugéo da equagao.

1.15 Sistemas Lineares

1.49 Definicdo. Um sistema de m equacgdes lineares com n incégnitas (m,n > 1) é um conjunto de m
equacgdes lineares, cada uma com n incégnitas, consideradas simultaneamente.

.{ auxi +apxe+...+amx, = b
1
S {' axy +anxe +...+anx, = b
i
\ amixt +ameX2 + ...+ amnXn = bm
Sistema Homogéneo
Um sistema linear é dito homogéneo se, e somente se, by = b, = ... = b, = 0.

Exemplo 1.61. S&o homogéneos os sistemas:

([ 3x+4y+z+t=0
=0 ] 3x—y—-3z=0
S Xxtytz e52:{ xTym2
2x—y+z=0 X+2y+z-3t=0
L 4x —z+t=0

Podemos observar que um sistema linear homogéneo admite sempre como solucéo a sequéncia (aq, az, as, . . .

emquea; =0,Vie{1,23,...,n}, chamada solucéo trivial.

Nos exemplos dados temos: (0, 0, 0) é solugdo de S; e (0,0,0,0) é solucéo de 5.

1.15.1 Representacdo na Forma Matricial

Considere o sistema:
a11X1 + a12xo + ...+ a1pxp = by

anXxy + anxp + ...+ ayXa = by

n
[ .

1
| amiX1 + ameXe + ... 4+ 3mnXn = bm
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Fazendo-se:
[ a1l a1l e a1l -| [ X1 -‘ [ b1 -|
aiy air ... au X2 by
A = . . . . X = . B =
11 du ... dn mxn Xn nx1 b mx1

podemos representar o sistema S na forma matricial por A- X = B, onde A é matriz dos coeficientes (ou
matriz incompleta), X é a matriz das incognitas e B € a matriz dos termos independentes.

. . 2x+3y =4 . -
Exemplo 1.62. O sistema linear S; : { X+ 3y ) pode ser escrito na forma matricial por:
X—y=
2 3 x| |4
1 -1 y | |2
[ xty=4
Exemplo 1.63. O sistema linear S, : { 3x —y =1 pode ser escrito na forma matricial por:
( 2x—y=0

1.15.2 Matriz Ampliada do Sistema

Dado um sistema linear S : A- X = B, a sua matriz ampliada é definida por:

a1 a1 ... au1 . b
a1 a1 ... au1 . b
M=T[ABlJou M=
L a1 411 ... a1 - bn |

em que A é a matriz dos coeficientes e B a matriz dos termos independentes.

1.16 Conjunto Solucao de um Sistema Linear

1.16.1 Solucao de um Sistema Linear

1.50 Definicdo. Dizemos que (x1,x2,...,X,), €M que x; € R é uma solugéo do sistema S, se satisfaz
todas as equacdes de S. O conjunto de todas as solu¢des de um sistema linear é denominado Conjunto
Solucéo.

2x+3y =4

5 ; 0 par ordenado (2,0) é a solu¢éo desse sistema,
X—y=

Exemplo 1.64. Dado o sistema S; : {

. 2:243-0=0 .
pois, 5 0—2 sdo sentencas verdadeiras.
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,{ X+y+z=6
Exemplo 1.65. O sistema S; : { 2x +y —z =1 admite como solugdo a tripla ordenada (1, 2, 3), pais,
(

3x—y+z=4

.r 1+2+3=6
{ 2-14+2-3=1 s&o sentencas verdadeiras. Porém, S, ndo admite, como solugéo a tripla (-5, 11, 0),

( 3-1-2+3=4
pois a mesma néo é solugdo da equacgdo 3x — y + z = 4, ou seja, 3 (—5) — 11 + 0 = 4 é uma sentenc¢a

falsa.

1.16.2 Sistemas Equivalentes

1.51 Definicdo. Se um sistema linear S; foi obtido de um sistema linear S através de um nlmero finito de

operacdes elementares (ver 1.5), dizemos que S; € equivalente a S. Notacao: S; ~ S.

Podemos observar que para a relacdo ~ valem as seguintes propriedades:

(8) S ~ S (reflexiva)
(b)51N52>5N51

(C)51N585N52:>51N52

Nota 14. Sistemas lineares equivalentes possuem o0 mesmo conjunto solucgéo.

Desta forma, criamos um mecanismo extremamente Util para a procura de solu¢des de um sistema
linear S. Procuramos sempre encontrar um sistema linear equivalente a S e que seja “mais simples”.

Vejamos um exemplo.

Exemplo 1.66. Consideremos o sistema:

,{ x—y+z=1
5:{ 2x—y+z=4
| Xx—2y+2z=0

observe a seqiiéncia de operacdes elementares aplicadas.

Efetuando-se as operacdes (L, = L, — 2L;) e (L3 = L3 — L;) em S, temos:

Solucéo:
,{ x—y+z =1
S~sW= { —y+z = 2
\ vtz = -1
Neste, efetuando-se L3 = L3 + L1, temos:
,r XxX—y+z =1
5<1>~5(2>={ y—z = 2
L 0 =1

Como este Ultimo sistema é impossivel ou incompativel, 0 mesmo acontece com o sistema S dado

inicialmente.
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1.16.3 Sistemas Escalonados (Método de Gauss-Jordan)

As operacdes elementares sobre as linhas de um sistema sao:

1. Permuta da j-ésima e j-ésima equacoes.
2. Multiplicacdo de uma equagéo por k € R*.

3. Substituicdo da i-ésima equacao por ela prépria mais k vezes a j-ésima equacao, com i # j.

Consideremos um sistema linear de m equagdes com n incégnitas que tem o seguinte aspecto:

:{ AaAnXn, + ApXp, + X, + ...+ aXp = by
i apXn, +  apXys + ...+ amX, = b
S: { ,
i aknXr, + ...+ aAknXn = by
'( Oxn = bit1

emaque, ai, #0, 3z, #0, ..., 3k, #0ecadar; > 1.

Setivermos 1 < n < n... < rr < n, OU Seja, 0 niumero de coeficientes nulos, antes do primeiro
coeficiente ndo-nulo, aumenta de equagédo para equagéo, dizemos que S é um sistema linear escalonado.
Estdo escalonados os sistemas:

( _
i + v + 3z =1
— 4 = 5
51:{ y — z = 4 52:{X 2y t
- 7 =
L 2z = b Y
.{4x—y—|—z+ t 1
53:{ z — t =0
{ 2t = 1

1.52 Proposicdo. Todo sistema linear S é equivalente a um sistema escalonado.

Sendo todo sistema equivalente a um sistema escalonado, bastara que saibamos lidar com os sistemas
escalonados e saibamos reduzir um sistema qualquer a um escalonado.

Nota 15. Convém observar que as equacdes do tipo 0 = 0 que, por ventura, aparecerem no processo
de escalonamento devem ser suprimidas.

Exemplo 1.67. Escalonar o sistema:

If 2x — y + -t 4
5.{ 3x + 2y — z + 2t =1
2x — y - -t 0

Usx + 2t = 1
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Solucéo:
[z + 2x — y — t = 4 (z + 2x — y — t = 4
S | —z + 3x + 2y + 2t = 1 i 5 + y + t = 5
{ -z + 2x — y — t =0 { 4x — 2y — 2t = 4
L 5x + 2t 1 L 5x + 2t 1
( 2x  — - t = 4
If z 4+ 2x — y - t = 4 i z Y
E 1 1 E A 1 = lt 1
1 1 X — — =
X + 2y + -t = 1 5/ 5
“ TRy
| | 14 14
: 4x — 2y — 2t 4 -5y - 5t =0
L 5x + 2t 1 i
| — y + t = —4
If z + 2x — y — t = 4 |{ z + 2x — y - t 4
' 5 + y + t =5 i 5 + y 4+ t = 5
{ y + t = 0 { y + t =0
\ y — t = 4 \ — 2t = 4
Observe o leitor que (1, 2,2, —2) é a Unica solucdo de S, pois, é a Unica solu¢éo do sistema escalon-
ado.

1.16.4 Classificacdo dos Sistemas quanto ao Conjunto Solucdo

1.53 Teorema. Um sistema de m equacdes com n incognitas admite solucao se, e somente se, 0 posto
da matriz ampliada (P(M)) é igual ao posto da matriz dos coeficientes (P(A)).

De forma mais explicativa temos que:

i. Se P(M) = P(A) = n (ndmero de incégnitas) a solugdo sera Unica e o sistema € classificado como
determinado, compativel ou consistente;

ii. Se P(M) = P(A) < n a solugéo sera indeterminada, ou seja, existe um grau de liberdade. Chamando
P(M) = P(A) = p, o grau de liberdade serd n— p. Teremos na verdade infinitas solugdes e o sistema
é classificado como indeterminado.

Se P(M) # P(A) o sistema ndo possui solugdo e 0 mesmo é classificado como Impossivel, Inconsis-
tente ou Incompativel.

Nota 16. Um sistema homogéneo é sempre possivel, pois admite, pelo menos, a solugéo trivial
(0,0,...,0).

1.17 Discussao e Resolucao de um Sistema Linear

Discutir um sistema linear S significa efetuar um estudo de S visando a classifica-lo em sistema possivel
determinado (SPD), sistema possivel indeterminado (SPI) ou sistema impossivel (SI).

Seja S um sistema linear de m equac¢des com n incAgnitas. Procedendo ao escalonamento de S e
retiradas as equacdes do tipo 0 = 0, restam p equa¢cdes com n incégnitas.
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(I) Se a dltima das equag0es restantes é
Ox1 + ...+ 0x, = by, (b, #0),

entdo o sistema é incompativel;

(I) Se p = n o sistema é compativel determinado;

(1) Se p < n, entdo o sistema é compativel indeterminado. Assim, podemos escolher n — p incégnitas, e
as outras p incognitas serdo dadas em funcao destas. Neste caso o sistema tera infinitas solucdes.

Exemplo 1.68. Discutir e resolver o seguinte sistema:

.rx -y + z =1
5:{ 2x + y + 2z =
(X — vy + z =

Solucédo: Efetuemos em S as seguintes operacgdes sobre linhas: L, — L, —2L; e L3 — L3 —3L; €
obtenhamos S; ~ S

,r x — y + z =1
Si: { 3y = =2
{ 2y — 2z = =2

Com as operacdes sobre linhas L3 — L e L, — %Lz, encontramos S, ~ S;

,rx -y + z =1
52{ y -z = -1
L 3y = =2
Fazendo-se L3 — L3 — 3L,, encontramos S3 ~ S,
( _ 2 ( _
((x—y+z =1 P X7y T3 i <=0
X -y + z =1 i i i
y—z = -1 2 2
53{ y - z = -1 N{ N{ y = _§ N{ y:—§
_ i 1 i i
\ =t q z = 3 | _ 1 Pt
( 2 = 3 ( 3

Portanto, nos restaram p = 3 equagdes e n = 3 incognitas. Como p = n, 0 sistema é compativel

. 2 1\ | ~
determinado e (0, —3 §> € 0 vetor solugéo.

Exemplo 1.69. Resolva, por escalonamento, os sistemas lineares:

S :5 . (

[(5x — 2y + 22 = 2 2 oo X Ty 2=
3x+y+4z__1{X+y+z+3t:153:{x—y—2=
Lax — 3y + z = 3 <ty —z 2 =0 x4y 4oz o=
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Solucéo:
,ry—3x—|—4z:—1 ,{y—|—3x—|—4z:—1
51~{—2y+5x+2z:2 N{ 11x + 10z = 0
k—3y+4x—|— z = 1 13x 4+ 13z = 0
,{y—|— 3x + 4z = -1 ,{y—|—3x—|—4z:—1
N{ 11X—|—102:0~{ x + z =0
{ X + z =0 { - z =0
De z = 0, tiramos x = 0 e dai teremos y = —1. Resposta: (0, —1,0) € a Unica solucao; o sistema é
compativel determinado.
Solucao:
S . x + vy + z + 3t =1 x = —24bz—y
2 2z + t = 1 t = 1-2z

Resposta: {(—2+ 5z — y,y,z,1 — 2z);y,z € R} é o conjunto solucdo do sistema. O sistema é
compativel indeterminado, pois, tem infinitas solucdes.

Solucéo: S; é equivalente a

,{ x + y + z =1 ,{ x + y + z =1 ,r X + y + z 1
{ - 2y — 2z =1 ~ { y + z = -1 ~ { y + z = -1
{ -y - z 1 { 2y + 2z = -1 L 0 =1

O sistema, portanto, é incompativel, por causa da igualdade 0 = 1.

Exemplo 1.70. Discuta, em fun¢éo de a, os sistemas:

,{ 2x — 2y + az = T x + az = -2
S { 2x — y + az = 3 S { X — y — 2z = a
(| x — ay + z = (x + ay + 4z = -5

Solucéo: Efetuemos a operacédo sobre linha L, — L, — L; para obtermos um sistema 51(2) ~ 51
.r2x—2y+az:2 .{2X—2y—|—az:2

51(2):{ Ox—y+0z=3 N{ y=1
| x—ay+z=0 L X+z=3

- 2x+az=4 - X+z=a Ly — Ly — 2Ly ~ x—|—z:a'
x+z=a 2x+az=4 (a—2)z=4-2a

Se a=2temos 0z = 0 e x + z = 2. Como descartamos equacdes do tipo 0z = 0, ficamos com p =1
(uma equagéo) e n = 2 (duas incoégnitas). Portanto, p < n e o sistema é possivel e indeterminado.

Porém, se a # 2 temos p = n = 2. Portanto, o sistema é possivel e determinado, tendo como solu¢éo
4 —2a

=>z=-2
a—2 “

S; ={(a+2,1,-2)}, pois, daequagdo (a —2)z=4 —2a=z =
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Solugdo: Para facilitar os calculos esbocemos as matrizes apenas com os coeficientes das incogni-
tas.

[1 0 a | —2] T [1 0 g | =2
L, —

1 -1 -2 | a 2T 0 -1 —2—a | a+2 |, — —lp ~
L, — [3— L4

1 a 4 | -5 0 a 4-a | -3

[1 0 a | —2 {1 0 a | —7

| 0 1 2+a | —a—2 |lz3—=lz3—alr,~] 0 1 2+a | —a—2 |

0 a 4—a | -3 [0 a —a>-3a+4 | a®+2a-3

Temos que analisar a expressdes —a® — 3a + 4 e a° + 2a — 3 para fins de discuss&o do sistema. Se
—a®> —3a+4 # 0e a®> +2a—3 # 0 teremos n = p = 3 e, portanto, o sistema é possivel e determi-
nado. Se —a?> —3a+4 = 0e a®> + 2a — 3 = 0 temos que o sistema é possivel e indeterminado. E se
—a? —3a+4=0e a%+2a—3 # 0 o sistema sera impossivel. Encontrando as raizes da equacdo
—a®> —3a+4=0,0btemos a = 1e a= —4. Portanto se a # 1 e a # —4 ent&o o sistema é possivel,
determinado. Se a = —4 o sistema é impossivel. Se a = 1, o sistema é possivel, indeterminado e
S={(xy,z2) ER}x=-z-2;y =-3z-3)}.

1.18 Sistemas de Crammer

1.54 Definicdo. Um sistema de Crammer é um sistema linear de n equagdes com n incégnitas cuja matriz
dos coeficientes é inversivel.

1.55 Proposicdo. Se AX = B é um sistema de Crammer, entdo esse sistema é compativel determinado
e sua Unica solucéo é dada por A—'B. Em particular, um sistema quadrado e homogéneo cuja matriz dos
coeficientes é inversivel s6 admite a solucéo trivial.

Prova: De fato, se AX = B é um sistema de Crammer, temos A~1(AX) = A~1B. Segue que,
X=A"1B. O

1.18.1 Regra de Crammer

Consideremos um sistema de Crammer AX = B, aj; € Re b; € R, V i,j. De posse do conhecimento

de que tais sistemas sdo compativeis determinados com solucdo dada por X = A~!B e levando em

. 1 = :
consideragdo o teorema ( 1.46) temos: X = F(A)AB, ou seja,
X1 -I { Au Aa ... Anm -| [ by -‘ ( ;Aflbf
X1 . 1 A Axn ... Anp bo . 1 = .
Dl T de(A) | | det(A) |,
X1 An Aon ... Am b, L ZAjnbj
j=1 i

n
Otermo ) Aj1b; é o determinante da matriz
=1

IV b1 a1 ... ani -‘
b2 dap ... ap
AVIES
b, ay ... am
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n
desenvolvido pela sua primeira coluna. De um modo geral, o termo ZAjkbj, k=12,...,n, éo0 desen-
j=1
volvimento, pela coluna k-ésima, do determinante da matriz

|7311 b1 al,,-‘
a1 ... b2 ... dop
AV
am ... by, ... am

obtida de A, pela substituicdo de sua k-ésima coluna por B. Temos entéo, finalmente,

. det(Ak)
T Tget(A)

k=1,2,...,n.

Esta férmula da a solugéo de AX = B quando A é inversivel e é conhecida como regra de Crammer.

Exemplo 1.71. Resolver o sistema
,{ 2x —y—2z=5
{ dx+y+2z=1
(| 8x—y+z=5

utilizando a regra de Crammer.

Solucdo: Neste caso

Além disso,

{2 = —2] [2—1 —2] [2—1 —2]

ol hea ] T

8 -1 1 8 -1 1 8 -1 1
18 18 36
com det(A;) = 18, det(Ap) = 18 e det(A3) = —36. Logo, x = — =1, y=—=1e —— = —2.
18 18 18
1.19 Exercicios Propostos
1.19. Resolva os sistemas abaixo, usando o escalonamento:
.rx+2y—2z:—6 .{X—y+2z:4 .{X—|—2y—3220
X—y—z=
S { 3x+2y—27=-2 S5:4 3x+y+4z=6 S: { dx+dy —22=2 S { R
X — z=
( 3x—5z=-9 (| xt+ty+z=1 | 3x+6y—4z=3 Y
1.20. Discuta em fungéo de k os sistemas:
,{ —4x + 3y = 2 n P 0
X - Kz =
51:1 5x — 4y = 0 52:{ Y
kX + y — Z =
L 2x — y = k
1.21. Determine os valores de a e de b que tornam o seguinte sistema possivel e determinado.
.{ 3x — Ty = a
| x + y = b
1 5 4+ 3y = b5a+2b
L x + 2y = a+b-1
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1.22. Utilize a Regra de Crammer para resolver os sistemas:

( . 4 _
[ y+Z— 6

3y — 8

(a){2x+5y—2z: 6 (b){x+ 4

. _

kx—i—?y—?z_—lO Y

© 1.20 Gabarito :

o -1 -1 o
11 (a) { _51 . 3 ]; (b) ndo & possivel; (c) [ i ]; (d) ndo ¢ possivel; (e) { fz jz (1) ]; ® { g8 -5 }; @ °
o 13 1 o
o —1 1 -1 1 .
. [ 15 9 ]; (h) { 0 } 1.2 (d) 1.3(e) 1.4 (d) 1.5 (c) 1.6 1.7 (a) { 0 2 2 } P(A) = 2 N(A) = [4—2] = 2. »
o 0 0 0 o

4 0

5 1

6 0
. 1o 1o 53 :
° (b) { 0o 1 =X ]P(A) =2;N(A) =[3-2] =1 (¢ { 0 1 3 =2 }P(A) =2%NA)=[4—2] =2 1.8 1.9(a) «
0 0
1
0
0

0 0
° 8-‘ 10 07"

0 1 HH=k@J=|0 1 0| ©®

o o OJ oo o0]¢

] (iii) Matriz n&o inversivel. 1.12 (b) 1.13 (e) 1.14 (a) 1.15 (e) o

o [ ; 8 } (b) impossivel (c) impossivel (d) F = { ; 8 8 } (e) G = {

o _ 1
L LI0V,V,FFL11() A~ = { 31 25 ] (i) B~ = [ 2,

- -2
e 116 (0) 117 () 1.18 (€) 1.19 S, = {(2.-1,3)}, $2 = {(x,y,2) € R%x = ¥ ey = 32}, 5 = {(-32,y, }).Vy €R}e
Ss ={(x,y,2) € R x = y+3ez = —1}; 1.20 S;: Se kK = —6, entdo o sistema é possivel determinado e S; = {(—8, —10)}. Se
* k # —6, o sistema é impossivel. S;: Se k # 1, entdo o sistema é possivel e indeterminado. Se k = 1, o sistema € impossivel. S; :
o Se k # 2, entdo o sistema é possivel, determinado e S3 = {(k + 2,1, —2)}. Se k = 2, o sistema é indeterminado. S, : Se k # 1e *

[SIEENTIS

o k # —4, entdo o sistema € possivel, determinado. Se k = —4 o sistema é impossivel. Se k = 1, o sistema € possivel, indeterminado
: (m=2 773
; - - :
o 1 o
v eS={(xy,2) ERx=—z—-2y=-32—-3}, 1.21a=2eb =41.22(a)det(A) = 42, { N, =108 e { y = 78 (b) o
) ( as=172 86 .

zZ= = o
o 21 o
o A =-—8 o
o det(A) = —4, ex=y=2 o
o det(4) { No=-8 7 .

tema, Espacos e Subespacos Vetoriais

Espaco Vetorial

Apresentacao

Em varias partes da matematica, defrontamo-nos com um conjunto, tal que é, ao mesmo tempo, sig-
nificativo e interessante lidar com “combinacdes lineares” dos objetos daquele conjunto. Por exemplo, em
nosso estudo de equacdes lineares, foi bastante natural considerar combinacdes lineares das linhas de
uma matriz.

A grosso modo, a algebra linear trata das propriedades comuns a sistemas algébricos constituidos por
um conjunto mais uma nogéao razoavel de uma “combinacao linear” de elementos do conjunto. Neste tema
estudaremos o ambiente dos Espacos Vetoriais que, como a experiéncia nos mostra, é a abstracdo mais
Gtil deste tipo de sistema algébrico.
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2.1 Introducao

Em varias aplicacdes fisicas aparecem certas grandezas tais como temperatura, massa e pressao,
gue possuem somente “magnitude”. Estas podem ser representadas por nimeros reais e sao chamadas
grandezas escalares. Por outro lado, também ha grandezas, como for¢a, aceleracdo e velocidade, que
possuem além de “magnitude”, “dire¢do” e “sentido”. Estas podem ser representadas por flechas (tendo
comprimento e direcdo apropriados e partindo de um dado ponto de referéncia 0) e sdo chamadas vetores.

Comecamos por considerar as seguintes operagdes com vetores:

(i) Adicdo: A resultante & + V de dois vetores é obtida pela lei do paralelo-
gramo, isto é, & + v é a diagonal do paralelogramo formado por 7 e V.
Essa adicao é dotada das propriedades comutativa, associativa, além da

existéncia do elemento neutro (vetor nulo) e do oposto para cada vetor.

O vetor nulo pode ser representado por qualquer ponto do espaco e /
u

0 oposto — ¢ de ¥ é um vetor de mesma direcdo e mesmo maédulo, /

7.

u

porém, de sentido contrario. Veja a figura ao lado.

(ii) Multiplicacdo por escalar: O produto v, de um ndmero
real a por um vetor ' é obtido multiplicando a magnitude
de 7 por o e mantendo o mesmo sentido, se o > 0 ou, 0

sentido oposto, se o < 0, como mostra o esquema abaixo:

Supomos que o estudante esteja familiarizado com a representacdo de pontos no plano por pares
ordenados de numeros reais. Se a origem dos eixos é escolhida no ponto de referéncia 0 como no exemplo
acima, entdo cada vetor é determinado, de maneira Unica, pelas coordenadas da sua extremidade. As
relacdes entre as operacdes acima e as extremidades dos vetores sédo as seguintes:

(i) Adicdo. Se (a, b) e (c, d) sdo as extremidades dos vetores u y
e v, entdo (a + ¢, b + d) serad extremidade de v + v, como b+dp-———--- A
mostra a figura ao lado. Lo -7 g :
(i) Multiplicagdo por escalar.  Se (a, b) é a extremidade do ve- d E-ALZ |/ :
tor u, entdo («a, ab) sera a extremidade do vetor au, como | : :
mostra a figura ao lado. a € a+c X
Matematicamente, identificamos um vetor com sua extremi-
dade; isto €, chamamos o par ordenado (a, b), de nimeros a}[; _____
reais, um vetor. Na realidade, generalizaremos esta nocao e :
chamaremos uma n-upla (a1, a2, . . ., a,) de nUmeros reais de b - 1 :
vetor. : :
a aa X
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2.2 Espacos Vetoriais
A definicdo de um espaco vetorial envolve um corpo arbitrario cujos elementos no contexto da Algebra
Linear sdo chamados de escalares. Veremos a seguir a definicdo de corpo.

2.1 Definicdo. Um corpo é um conjunto K, munido de duas operagdes, uma chamada adi¢cdo que, a cada
par de elementos a, b € K, associa um elemento a+ b € K, e outra chamada multiplicagé@o, que a cada par
de elementos a, b € K, associa um elemento a - b € K, satisfazendo as seguintes condi¢des:

Ki:a+ b= b+ a,Va, be K (comutatividade da adigcdo);
Ky a+(b+c)=(a+b)+c,Va,b,ce K (associatividade da adicao);
Ks: existe um elemento 0 € K tal que a+ 0 = a,V a € K (existéncia do elemento neutro para a adi¢céo);

K,: para cada a € K existe um elemento —a € K tal que a + (—a) = 0 (existéncia do elemento simétrico
para a adicdo);

Ks: ab = ba,V a, b € K (comutatividade da multiplicagédo);
Ke: a(bc) = (ab)c,V a, b € K (associatividade da multiplicacéo);
K7: existeumelemento 1 € Ktalque 1-a = a,V € K (existéncia do elemento neutro para a multiplicagéo);

. , 1 oA
Kg: para cada a € K,a # 0, existe a~! € K, também denotado por -, tal que a- a—! = 1 (existéncia do
a
elemento inverso para a multiplicacdo);

Ko: a(b+c) = ab+ ac,V a, b, c € K (distributividade da multiplicagdo em relagéo a adi¢éo).

Os conjuntos R dos nuameros reais, C dos numeros complexos, sdo exemplos de corpos. O conjunto Z
dos inteiros e Q dos numeros racionais sao outros exemplos de corpos em relacéo as operagcdes usuais
de adicdo e multiplicacéo.

O conjunto M de todas as matrizes 2 x 2, com elementos reais ndo constituem um corpo. Lembre-se
que nao é vélida a propriedade comutativa para a multiplicacdo de matrizes.

Ao longo do presente texto K denotard sempre um corpo.

2.2 Definicdo. Dizemos que um conjunto V # (), € um espago vetorial sobre um corpo K se, e somente
se,

| - Existe uma operacéo de adi¢do (u, v) — u+ v em V, que verifica 0s seguintes axiomas:
A u+v=v+uVu v e V(comutativa);
Ay (u+v)+w=u+(v+w),Vuv,we V (associativa);

As: Existe em V um elemento neutro para essa adi¢do o qual sera simbolizado, genericamente,
por 0. Ou seja:

d0e V,u+0=uVueyv,
Ay: Para todo elemento u de V existe o oposto que € indicado por (—u). Assim:

VueV,3I(-u)e Viu+(—u)=0;
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Il - Esta definida uma multiplicacdo de K x V em V, o que significa que a cada para («, u) de K x V
esta associado um Unico elemento de V, que se indica por au, e, para essa operacao, 0s seguintes
axiomas séo verificados:

My a(Bu) = (af)uYueVevVa,peK;

My (a+ Bu=aupu,Yue VeVa,pjeK,;
Ms:a(u+v)=au+av,VuveVevVacK;
My lu=uV € V.

Os elementos de um espaco vetorial, independente de sua natureza, sdo chamados de vetores. O
elemento neutro da adicdo, de vetor nulo desse espaco. Os elementos de K sdo denominados escalares.
Naturalmente, o termo vetor € inspirado nos elementos de espaco euclidiano(espaco vetorial real), porém
€ também usado para designar, por exemplo, uma matriz ou uma funcédo. Observe-se que o simbolo + é
usado indistintamente para representar a soma de escalares ou a soma de vetores, embora representando
operagdes distintas. O estudante também deve esta atento para distinguir entre o produto o3 dos escalares
a, B € K e o produto au do escalar « pelo vetor u.

Veremos, a seguir, alguns exemplos de espacos vetoriais. Onde em alguns desses exemplos verificare-
mos se as operacdes definidas nos espacos apresentados realmente satisfazem as condi¢des Ay, Ay, As, Ay
e My, My, M3, M, da definicdo 2.2 e nos demais deixaremos como exercicio. Na maioria dos casos, nos
limitaremos a descrever o vetor nulo e, para cada vetor u € V, o vetor —u € V € 0 simétrico de u em
relacdo a somaem V.

Vejamos alguns exemplos de espacos vetoriais.
Exemplo 2.1. Os espacos vetoriais euclidianos R, R?, R3, R".
N&o é novidade que a adicdo de numeros reais verifica as propriedades Aj, A, Az, A, da definicdo de
espaco vetorial. Tdo pouco que o produto de um nimero real por um outro € também um numero real

e que essa multiplicagcdo obedece aos itens My, M,, M3 e M, da definicdo mencionada. Logo, R é um
espaco vetorial sobre o corpo K = R.

O conjunto R? = R x R = {(x,y)/x,y € R} é interpretado geometricamente como sendo o plano x0y,
onde v = (x, y) identifica as coordenadas de P com as componentes de v. (Figura)

A origem do sistema O(0, 0) representa o vetor nulo. (Figura)

O vetor oposto de v = (x, y) € o vetor v = (—x, —y).) (Figura)

2.3 lgualdade e Operacoes

2.3 Definicgdo. Dois vetores u = (x1,y1) € v = (x2, y2) S80 iguais se, somente se, x; = xx € y; = y», €
escreve-se u = v.

2.4 Definicdo. Sejam os vetores u = (x1,y1) € v = (x2, y») € a € R. Define-se:
(@ u+v=(x1+x,y1+y2)
(b) au = (ax1, ay).

Verifiqguemos agora se com estas operacdes o conjunto R? tem estrutura de um espaco vetorial, ou
seja, satisfaz os axiomas da definicdo de espaco vetorial.
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Dados os vetores u = (x1, y1), v = (%2, ¥2), w = (x3, y3) € R? temos:

A u+v=(x,5)+ (x ) =(1+x, v +y)=(x+ xi,¥2 + y1), pois as coordenadas sdo numeros
reais onde € valida a propriedade comutativa. Segue que

(o +x1. 2+ y1) = (X, y2) + (., 1) = v+ u.
Portanto, u +v =v + u.

Apt (utv)+w = (atxe yi+y2)+ (s y3) =[(xat+x)+xs (t+y)+ys] = [a+(et+xs)nt+(et+ys)] =
(x1, 1) + (2 + x3, 2 + y3) = u+ (v + w). Portanto, (u+ v) + w = u+ (v + w).

As: Existe um s6 vetor nulo 0, o par ordenado (0, 0) tal que, para todo vetor u = (xg, y1), Se tem:
u+0=(x1,y1) +(0,0) = (1, 51) = u.

A4: Qualquer que seja o vetor u = (x1, y1), existe um s6 vetor —u = (—x;, —y; )(vetor oposto de u) tal que:
u+(—u) = (3, y1) + (—x1, =) = (0,0) = 0.

My (aB)u = (aB)(x1, y1) = ((aB)x1, (aB)y1) = a(Bx1, By1) = a(B(x1, y1)) = a(Bu).

My: (a+ B)u = (a+ B)(x, y1) = ((a + B)x1, (a + B)y1)) = (awa + Bxi, ayr + By1) = alxi, y1) + Blxa, 1) =
au+ Bu.

Msz: a(u+v) = alx + x2, y1 + y2) = (alxi + x2), (a(y1 + y2)) = ((ax1 + axz), (ay1 + ay2)) = (axi, ay1) +
(ax2, ayr) = a(x1, v1) + a(xe, y2) = au + av.

My: lu=1(x1, 1) = (Ix1, 1) = (1, 1) = u

Portanto, o conjunto R? com as operagdes acima definidas constitui um espaco vetorial.

O conjunto R® = R x R x R = {(x,y,z)/x,y,z € R} é interpretado geometricamente como sendo o
espaco cartesiano tridimensional Oxyz ou conjunto de todas as ternas ordenadas de niumeros reais onde
v = (x, y, z) identifica as identifica as coordenadas de P com as componentes de v. (Figura)

A origem do sistema O(0, 0, 0) representa o vetor nulo. (Figura)
O vetor oposto de v = (x, y, z) € o vetor v = (—x, —y, —z).) (Figura)
De fato, segue de forma analoga ao conjunto R? o qual vimos acima, inclusive a igualdade entre vetores
e as operacdes de adicdo e multiplicacdo. Assim a adicio e a multiplicacdo por escalares séo definidas no
R3 por:
Qu+tv=(ay,z)+ ey 2)=01+x 0+ at2)

b) au = a(x1, y1, z1) = (ax1, ay1, az).

Faremos, neste caso, apenas a verificacdo dos axiomas relativos a adicao.
Dados os vetores u = (x1,y1,21), v = (X2, y2, 22), w = (x3, y3, z3) € R3 temos:
A utv=(x1,y1,21)+ (X2, ¥2, 22) = (x1+x, yi+y2, 21+ 22) = (x0+x1, va+y1, Z2+21), pOis as coordenadas

séo numeros reais onde € valida a propriedade comutativa. Segue que (x2 + x1,y2 + y1,22 + z1) =
(%2, ¥2, 22) + (x1, Y1, z1) = v + u. Portanto, u+ v = v + u.
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A (u+v)+w=M+xxn+yza+2z)+(x3y2)=[a+x)+x,01+y)+y(a+zn)+zn]=
Mt+Ce+xs)n+e+y)at(@@+zn)]=Cnza)+e+xsye+yzn+z)=u+(v+w).
Portanto, (u+ v) + w = u+ (v + w).

As: Existe um s6 vetor nulo 0, a terna ordenada (0, 0, 0) tal que, para todo vetor u = (xi, y1, z1), Se tem:

ut+0= (leylvzl) + (O, 0,0) = (X1,Y1,Z1) =u

A4: Qualquer que seja o vetor u = (xi, y1, z1), existe um so vetor —u = (—xq, —y1, —z1) (vetor oposto de
u) tal que:
u+ (—u)=(a,y1,z1) + (=x, —y1,—21) = (0,0,0) = 0.

Nota 17. Os elementos de R? e os do R*® sdo de natureza distinta e assim sendo n&do deve o
estudante cometer o engano de dizer que o R? é subconjunto do R3. Mais adiante sera explicado que
o R? pode, de uma certa maneira, ser considerado idéntico ao subconjunto {(x, y, 0)|x, y € R} do R3.

E de forma anéloga a R? e R? podemos assim generalizar, mencionando o conjunto R” = R x R x R x
xR ={(x1,x,x3,...,x,/x; € R}, que é o conjunto de todas as n-uplas de nimeros reais. O R" pode ser
visto como espaco vetorial sobre K = R desde que se definam adi¢cdo e multiplicac@o da seguinte maneira:

(X1, - o Xn)+ Wiy y2) = (1 +y1, o X+ V)

axt, ..., xn) = (ax1, ..., axy).

Ora, tal afirmacéo pressupde que se tenham verificado os oito axiomas que constam da definicdo, o
gue deixaremos como exercicio.

Exemplo 2.2. Os espacos vetoriais complexos C e C2.

Solugdo: Com a mesma argumentacao utilizada para justificar o conjunto R como espaco vetorial,
verifica-se que C é um espaco vetorial sobre K = C(corpo dos nimeros complexos). Mas C também
€ um espaco vetorial sobre o corpo R. Quanto a adicdo ndo ha novidades: tudo como no caso
anterior. O produto de um niamero complexo por um nimero real € um nimero complexo e para essa
multiplicacdo valem M;, M, M5, M, como situacdes particulares das propriedades da multiplicacdo
em C.

Seja C = {a—+ bi,a, bc R} e dados os vetores u = a+ bi e v = ¢ + di temos que:

@u+v=(a+b)+(c+d)i
(b) au = au + abi

O vetor nulo dos complexos tem a forma 0 + 0/, ou seja parte real e imaginaria nula.

Dado u = a + bi, 0 vetor simétricoa u € —u = —a — bi.

Quanto ao conjunto C? faz-se uma analogia ao conjunto R? tendo atengdo quanto a multiplicacéo de
nameros complexos.

Seja C? = {(a + bi,c + di)/a, b,c,d € R} com soma e produto usuais dos nimeros complexos e
dados u = (a1 + bii, a1 + dii) € v = (a2 + bai, ax + byi) temos ent&o:

@u+v= (81 + bii, c1 + dli) == (32 + byi, ap + bzi) = [(31 = 32) aF (bl = bz)i, (C1 == Cz) == (dl 4= dz)i]

(b) a-u=ao- (31 + bii, c1 + dli) = [aal aF (Oébl)i, ac) + (Ozdl)i]
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Note que, assim como o espago vetorial C, C?> é um espago vetorial sobre C e sobre R, pois, na
definicdo, as constantes a e b podem ser reais ou complexas. Deixemos como exercicio para o estudante
a verificacdo das propriedades Ay, As, As, Az, My, My, M3 e M, de C e C2.

Exemplo 2.3. O conjunto M,,x,(R) é um espago vetorial sobre R.

Solucdo: No conjunto M« ,(R) também esté definida uma adi¢éo, a adicdo de matrizes estudadas
no tema 1. Conforme vimos nesse tema, essa adicdo € associativa, comutativa, admite elemento
neutro, que é a matriz nula

0 0 0
[ 0 O 0 -I

e toda matriz A € M,,,x,(R) tem uma oposta.
Pode-se também multiplicar uma matriz por um numero real obtendo-se uma matriz da seguinte

forma:
IV a1l a1 ... din -| aall ain ... ((aip
ani ano 000 don _ Qdol aan)n 000 Qdop
dmli dm2 --- Aamn Qaml Qam2 ... Qamp

Essa multiplicacdo apresenta as mesmas propriedades que as destacadas em R? R3, R". Ou seja,
valem sempre as igualdades:

My: (aB)A = a(BA);
My: (o + B)A = aA + BA;
Ms: a(A+ B) = aA + aB;

May: 1A = A.

~

4 Nota 18. O vetor u = (x1,x2, X3, ..., Xx,) € O vetor v = (y1, y2,ys, ..., ¥») podem aparecer, as vezes,
com a notacdo matricial (matriz-coluna n x 1), ou seja, podemos ter o R"” na forma de matriz:

] ]

X2 y2

Xn Yn

Sendo assim v + v € au na notacdo matricial sdo, respectivamente, os vetores

X1+ y1 { axy
X2+ Yo X
Xn + Yn aXp

.

Conforme acabamos de ver, os conjuntos R" e M, ,, munidos desse par de opera¢fes, apresentam
uma “estrutura” comum em relacdo a essas operacdes. Esse fato ndo vale apenas para esses conjuntos
com essas operagcfes mas para muitos outros, razdo que justifica estuda-los simultaneamente a luz de
uma estrutura comum entre eles que € a de um espaco vetorial.
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2.3.1 Propriedades de um Espaco Vetorial

Seja V um espaco vetorial sobre um corpo K. Provaremos, a seguir, algumas propriedades que séo
consequéncias praticamente imediatas da definicdo de espaco vetorial.

P;. Paratodo o € R, a0 = 0.

Prova: Devido aos axiomas M3 e A; da definicdo de espaco vetorial tém-se:
a0 = «(0 + 0).
Somando a ambos os membros o vetor —(«0) temos:

0=—(a0)4+ a0 = —a0 + a0 + a0 = 0.

P,. Paratodo v € V,0u = 0.

A prova é deixada como exercicio (analogo ao anterior).

P3;. Uma igualdade cu =0, coma € Re u € V, s6 é possivel se « =0 ou u = 0.

Prova: Suponha que « # 0. Logo, existe o nimero real a~!. Multiplicando-se a equac¢&o au = 0 por
—1 .
a~1, temos:

a Hau) = a™t0.

Levando-se em conta o axioma M;, a propriedade P; e que aa~! = 1, podemos concluir (usando o
axioma M,) que
u=0.

P,. Paratodo o € Retodo ude V, (—a)u = a(—u) = —(au).

Prova: Notemos que
au+ (—a)u=(a+(—a))u=0u=0

usando o axioma M, e P,. Por outro lado,
au+ (—au) =0.

Entao:

au+ (—a)u = au + (—au).

Somando —awu a ambos 0os membros desta Ultima igualdade acharemos:
(—a)u = —au.

Um raciocinio analogo nos mostrara que a(—u) = —(aw). O

Nota 19. Define-se diferenga entre dois vetores u e v do espago V, assim:

u—v=u+(-v).

Ps. Quaisquer que sejam o, 5 e Re u € V, (a — f)u = au — Su.

Prova: (a—B)u=(a+(—p8))u=au+ (—B)u=cau+ (—(Bu)) = au— Bu. O
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Ps. Quaisquer que sejamaemRevem V, a(u—v) = au — av.

Anéloga a anterior. Fica como exercicio.

P;. Dados 3, a1, - ,an,emR e uy, -+, u, em V, entdo:
n n
B ZO‘JUJ = Z(ﬁ%)“f
j=1 j=1

Prova: Faz-se por inducéo a partir dos axiomas M; e M3 da definicdo de espaco vetorial.

2.4 Subespacos Vetoriais

As vezes, é necessario detectar, dentro de um espaco vetorial V, subconjuntos W que sejam eles
proprios espacos vetoriais “menores”. Tais conjuntos serdo chamados subespacos de V. Isto acontece,
por exemplo, em R?, o plano, onde W é uma reta deste plano, que passa pela origem.

2.5 Definicdo. O subconjunto W de um espaco vetorial V chama-se subespaco de V, quando W por si
préprio € um espaco vetorial sob as operacdes de soma e multiplicacdo por um escalar definidas em V.
Podemos de forma mais explicita, reescrever esta definicdo através do teorema abaixo.
2.6 Teorema. Seja V um espaco vetorial sobre K = R. Um subespago vetorial de V' é um subconjunto
W c V, tal que:
i. W#10, ou0 e W(vetor nulo );
i.vVuveW,u+veW,;

ii.vVvaeR, eVYVue W,aue W.

Vejamos alguns exemplos de subespacos vetoriais.
Exemplo 2.4. V =R3e W C V, um plano passando pela origem.
Veja geometricamente que se u, v € W, entdo v+ v € W; bem como, qualquer que sejaa € R, au € W
e como W é um plano que passa pela origem, possui o vetor nulo.

Observe que se W néo pela origem, ele ndo seria um subespaco. Na verdade, os Unicos subespacos
de R3 sdo a origem, as retas e planos que passam pela origem, e o proprio R3.

Exemplo 2.5. Para todo espaco vetorial V é imediato que {0} e V sdo subespagos de V. S&o os
chamados subespagos impréprios ou triviais.

Exemplo 2.6. W = {(x,y, z) € R¥x + y = 0} é subespaco de R3. Vejamos:

i. 0=1(0,0,0) € W, pois, satisfaz x +y =0+ 0 = 0.

i. seu=(x,y1,z1)ev = (x,y,2)estdoem W, entdo x; + y1 = x2 + y» = 0. Como u + v =
(xi+xnntyatzn)ex+x)+i+y)=x+yn)+x+y)=0+0=0entdouv+vecW.

i. VaeReu=(a,y,z1), au = (axy,ay, az1). Se u = (x1,y1,z1) € W, entdo x; + y1 = 0. Como
au = (axy,ay,az) € ax; +ay; =a(xy +y1) =a-0=0,entdo au € W.
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Exemplo 2.7. Ainterseccao de dois subespacos vetoriais do mesmo espaco V é também um subespaco
vetorial de V.
Solucdo: Sejam U e W esses subespagos.
i. UNW #DpoisOe UeOe W.Logo0e Un W.

ii. Dadosu+veUnNnWentdou+v e Ueu+v e Wsendo Ue W subespagos de V. Portanto,
ut+velUunw.

iii. Tomemosa e Reue UNW. Logo u € U e u e W (que sdo subespacgos), entdo au € U e
au € W. Portanto, au € UN W.

Exemplo 2.8. V =R3. Un W é areta de intersecgéo dos planos U e W.

Exemplo 2.9. Seja V = M,. Os conjuntos U das matrizes triangulares superiores e W das matrizes trian-
gulares inferiores sdo subespacos de V. Entdo U N W (conjunto das matrizes diagonais) € um subespaco
de V.

Exemplo 2.10. Mostrar que é subespaco de M,(R) o seguinte subconjunto:

=iln

€ Mx(R)|y = —X} .

Solucéo:

() { 8 8 } € V, pois, 0 = —0. Logo, y = —x

(i) Sejam u = { e } ew= { it } elementos de V. Entdo
z1 bt b

X1 n X2 Y2 X1+x2 y1+y
u—+w = + =
z1 4 z; t z1+2 H+tbh

Como y; +y» = (—x1) + (—x2) = —(a + x), entdo u + w € V.

y ax ay

(iii)Sejam:u_{X . } emVeacR. Dai au=
V4

} Como ay = a(—x) = —(ax), entdo
az ot

au € V.

2.4.1 Soma de Subespacos

Uma vez que a intersecao de dois subespacos ainda € um subespaco vetorial, poderiamos esperar o
mesmo da reunido. Mas isso ndo acontece, como podemos ver no proximo exemplo.

Os espagos U e W sdo retas que passam pela origem. Entdo, UN W = {0} e UU W é o “feixe”
formado pelas duas retas, que n&o é subespaco vetorial de R3. De fato, se somarmos os dois vetores u e
w, pertencentes a U U W, vemos que v + w estd no plano que contém Ue W masu+w & UU W.

Assim, UU W néo é subespaco de V. Entretanto podemos construir um conjunto tal que contenha U e
W e seja subespago de V, denominado U + W onde sera formado por todos os vetores de V' que forem a
soma de vetores de U com os vetores de W.

Sejam U e W subespacos vetoriais de um espaco vetorial V.
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2.7 Definicdo. Indicaremos por U + W e chamaremos de soma de U com W o seguinte subconjunto de
V:
U+W={u+wlueUewe W}

Observe que U+ W = W + U e U+ {0} = U, para todos os subespacos U e W de V. Assim como é
verdadeque UCc U+ We W C U+ W.

2.8 Proposicdo. Se U e W sao subespacos vetoriais de V, entdo U + W também é subespago vetorial
de W.

Prova:
i.Como0=0+0,0clUe0lc V,entdo0ec U+ W.

ii. Sejam vy = (u1 + wy) € vo = r + wy) elementos de U + W, onde estamos supondo uy, u, € U e
v1, v» € V. Entéo,

vi+w = (ul + Wl) + (U2 + W2) = (u1 + U2) + (Wl + WQ).
Como u; + up € wy + wy pertencem, respectivamente,a Ue W, entdo vy + v, € U+ W.

iii. Exercicio.

2.4.2 Soma Direta de dois Subespacos

2.9 Definicdo. Sejam U e W subespacos vetoriais de V, tais que U N W = {0}. Neste caso diz-se que
U+ W é soma direta dos subespacos U e W. Notagdo: U@ W.

Se U e W séo subespagos de V tais que U ® W = V dizemos que U e W s&o suplementares ou que
U é suplementar de W/(ou W é suplementar de U).

2.10 Proposicdo. Sejam U e W subespacos vetoriais de um espaco vetorial V. Entdo V = U ® W se,
somente se, cada vetor w € W admite uma Unica decomposi¢do v =u+ w,comuc Uew € W.

Prova: (=) Por hipétese a decomposicdo existe. suponhamos v = u+w = u; + wy (u,u; €
Uew,w; € W). Dai v —uv; = wy —w. Como wy — w € W (pois ambos os termos estdo em W),
entdo u —u; € UNV = {0}. Logo u — u; = 0 e entdo v = u;. Levando em conta isto conclui-se que
w; —w = 0 e portanto que w; = w

(«=) Suponhamos que v € UN W. Tomando entdo u € U e w € W, teremos:

ut+w=(u+v)+(w-—yv).

Devido a unicidade que a hip6tese menciona podemos afirmar que: v = v+vew = w — v. Logo
v = 0. Provamos pois que U N W = {0}. O

Exemplo 2.11. O espaco R3 é soma direta dos subespacgos U = {(x,0,0)[x c R} e W = {(0,y, 2)|y, z €
R}.

E imediato que U N W = {(0,0,0)}; por outro lado,

Y (x,y,2) €R3,(X,y,z):(X,O,O)—i—(O,y,z) ceU+ W.
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Exemplo 2.12. Dados os espagos vetoriais reais a seguir, diga em cada caso, se W é subespaco de V.

@V=ReW={(xy, z);x >0}

(b) V="Py={a+bt+ct%abcecR}eW={a+bt+ct?>;a—2b+c=0}.

Solucdo: (@)i.Vu,ve Wu+ve W?

Sejau € W. Entdo u = (x1,y1,21), tal que x; > 0e v = (x, )2, 2), tal que x;, > 0; u+ v =
(x1 +x2, 1 + y2. z1 + 22); x1 + x2 > 0, pois, a soma de dois nUmeros reais positivos ou iguais a zero é
um numero positivo ou igual a zero.

i.VeeWeaeRaue W?

au = a(x,y, z) = (ax, ay, az), ax > 0 somente se a > 0; caso « < 0, temos ax < 0. Portanto, W n&o
€ um subespaco vetorial de V.

(0)i. W = {a+bt+ct?;a=2b—c}. Sejamu = ay+ bit+cit?; a1 = 2b;—c; € We v = ay+ byt + oo t?;
p=2b—ceWu+tv=_(ar+a)+ (b +b)t+(c+x)t>cW.

i. Sejam u=a+bt+ct’> € Wea eR. au=a(a+ bt + ct?) = aa+ abt + act?>. Chamando aa = x,
ab =y e ac = ztemos: au = x + yt + zt%;V x, y, z € R pertence ao conjunto W. Logo, W é um
espaco subespaco vetorial de P;.

2.4.3 Combinacgdes Lineares e Subespaco Gerado

Vamos agora comentar, agora uma das caracteristicas mais importantes de um espaco vetorial, que é
a obtencéo de novos vetores a partir de vetores dados.

2.11 Definicdo. Sejam V um espaco vetorial real (ou complexo), v1, va, ..., v, € Ve ay, az, ..., a, nUmeros
reais (ou complexos). Entéo, o vetor

aivi, axvz,...,dnVp

€ um elemento de V ao que chamamos combinacao linear de vy, v,, ..., v,.

Note que uma combinacéo linear envolve apenas um nimero finito de vetores!

Uma vez fixados vetores vi, v», ..., v, em V, o conjunto W de todos os vetores de V que sdo com-
binacéo linear destes, € um subespago vetorial. W é chamado subespaco gerado por v, vz, ..., v, €
usamos a notacgao

W=1[w,va,...,vp

Note que, formalmente, podemos escrever

W=1[w,va,...,vp]={veV,v=avs+awva,...,apvp,a €R,1 <7< n}".
Uma outra caracteriza¢do de um subespaco gerado é a seguinte: W = [v;, v, ..., v, € 0 menor sube-
spaco de V que contém o conjunto de vetores {v, v, ..., v, }, N0 sentido de que qualquer outro subespaco
W’ de V que contenha {vi, v, ..., v, }, satisfara W’ > W.

Exemplo 2.13. V=R3 v e V,v #0. Entdo [v] = {av : a € R} é areta que contém o vetor v

Exemplo 2.14. Se v, v, € R3 sdo tais que av; # v, para todo o € R, entdo [vi, v] sera o plano que
passa pela origem e contém v; € vs.

Observe que se vz € [v, vz, entdo [vi, vo, v3] = [wv1, v2], pois todo vetor que pode ser escrito como
combinacéo linear de v1, v», v3 € uma combinacéo linear apenas de v; e v, (pois v3 € combinacéo linear de
vi € V2).
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Exemplo 2.15. Os vetores e; = (1,0,0),e; = (0,1,0),e3 = (0,0,1) geram o espaco vetorial R3. Pois
qualquer vetor (a, b, c) € R é uma combinagao linear dos e;; especificamente,

(a,b,c) =a(1,0,0)+ b(0,1,0) + a(0,0,1) = ae; + bex + ces.

2.12 Definicdo. Dizemos que um espaco vetorial V é finitamente gerado se existe S C V, S finito, de
maneira que V = [S].

Exemplo 2.16. O espaco V dos vetores da geometria definidos por segmentos orientados € finitamente
gerado pois considerando a terna fundamental {77?} para todo & € V, existem a, b,c € R, de
maneiraque @ =ai +bj,+ck.

-
y J

Ressalte-se que = (1,0,0), j =(0,1,0) e K = (0,0, 1), desde que se tenha identificado V e R3

Exemplo 2.17. Se 0 indica o vetor nulo de um espaco vetorial qualquer, entdo V = 0 é finitamente
gerado pois, fazendo S = 0, vale V = [S].

2.5 Bases e Dimensao

Nosso objetivo principal € mostrar que em todo espaco vetorial finitamente gerado V existe um subcon-
junto finito W tal que todo elemento de V' é combinacéo linear, de uma Unica maneira, desse subconjunto.
E que todos os outros subconjuntos de V que tém também essa propriedade (sempre os ha) possuem o
mesmo numero de elementos que W. Em outras palavras, queremos determinar um conjunto de vetores
que gere V e tal que todos os elementos sejam realmente necessarios para gerar V.

Passamos agora a tarefa de atribuir uma dimenséo a certos espacos vetoriais. Apesar de associarmos
usualmente “dimensdo” a algo geométrico, precisamos encontrar uma definicdo algébrica adequada da
dimensé&o. Elaboraremos dai entdo o conceito de “dimensé&o”.

2.5.1 Dependéncia Linear e Independéncia Linear

Questionar sobre a existéncia de um conjunto de geradores para um espaco vetorial ndo tras conse-
gléncias significativas, pois, a resposta € sim, basta considerar W = V. Uma questdo mais relevante é
examinar a existéncia de um conjunto de geradores satisfazendo determinadas propriedades, como ser
finito ou ndo, enumeravel, ortogonal, etc... Para isto apresentemos tais definicdes.

Seja V um espaco vetorial sobre R.

2.13 Definicdo. Dizemos que um conjunto L = {uy, ua, ..., u,} C V € linearmente independente (L.1.) se,
e somente se, uma igualdade do tipo

a1 +...+apu, =0
com os «; em R, so for possivel para a; = ... = a, = 0.
2.14 Definicdo. Dizemos que um conjunto L = {uy, to, ..., u,} C V & linearmente dependente (L.D.) se,

e somente se,

a1 +...+apu, =0
sem que os escalares «; sejam todos iguais a zero.

Exemplo 2.18. Sejam v;, v» € V = R3. O conjunto {v;, v} € L.D. se, e somente se, v; e v, estiverem na
mesma reta, que passa pela origem. (v; = Av2). Veja a Figura
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Exemplo 2.19. Sejam v, v, vz € V = R3. O conjunto {v;, v», 3} é L.D. se os trés vetores estiverem no
mesmo plano, que passa pela origem. Veja a Figura

Exemplo 2.20. Considere o espaco V = R? e os vetores e; = (1,0) € e, = (0,1). O conjunto {e;, ex} é
L.l., pois,

are; +axer =0
a1(1,0) + a2(0,1) = (0,0)
(o1, @2) = (0,0)
ar=0ea,=0.

Exemplo 2.21. O conjunto {(1,1,0,0);(0,2,1,0);(0,0,0,3)} C R* é L.l., pois:

If X = 0

| x + 2y = 0
x(l,l,0,0)+y(0,2,1,0)+z(0,0,0,3):(0,0,0,0):>{ . S>x=y=2z=0.

y =

( 3z = 0

Exemplo 2.22. O conjunto {(1,1,0,0);(0,1,0,0);(2,1,0,0)} C R* é L.D., pois:
x(1,1,0,0)+y(0,1,0,0)+2(2,1,0,0) = (0,0,0,0):{ x o+ e é{ X o2z
X + y + z = y - z =

Sendo indeterminado o sistema obtido, entdo ha outras solugdes, além da trivial, para a igualdade
condicional de que partimos.

Nota 20. Convencionamos que o conjunto vazio () c V) é L.I., pois ndo podemos exibir vetores
distintos do conjunto vazio. Como para um subconjunto L C V deve valer um, e uma s6, das duas
definicbes anteriores e a segunda destas pressupde elementos em L, fica justificada esta convencéo.

Exemplo 2.23. Verificar quais dos seguintes conjuntos de vetores do espaco vetorial R?, sdo linearmente
independentes.

@) {(1,1,0),(1,4,5),(3,6,5)} () {(1,2.3),(1,4.9),(1,8,27)}  (¢) {(1,2,1),(2,4,2),(5,10,5)}

Solugdo: (a) Facamos: x(1,1,0) + y(1,4,5) + z(3,6,5) = (0, 0, 0). Portanto:

[(x + y + 32 =0

{ 3y + 3z = 0

L 5 + 5z = 0

Escalonando o sistema, temos:
( _
h 4 + 3z = 0
3§+3z: ~X Ty o+ 3=
y + z =0

{ 5 + 5z = 0

Esse sistema admite outras solucées além da trivial; dai o conjunto € linearmente dependente. Como
x =—2,y =—1ez=1¢éuma solugéo néo trivial temos —2(1,1,0) —(1,4,5)+(3,6,5) = (0,0, 0). Esta
€ uma relagdo de dependéncia entre os 3 vetores dados.
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Solugdo: (b) Facamos x(1,2,3) + y(1,4,9) + z(1,8,27) = (0,0, 0). Portanto,

,{x~|—y+ z =0 ,{x~|—y~|—3z 0 .{x+y—|—3z:0
{ 2y+3z=0~{ y+3z=o~{ y + 3z = 0
{ 6y + 24z = 0 L y + 4z = 0 { z =0

Dai, a Ginica solucéo € a trivial, e o conjunto é linearmente independente.

Solugdo: (c) Fagamos: x(1,2,1) + y(2,4,2) + z(5,10,5) = (0, 0, 0). Portanto,

,{ x + 2y + bz =
{ 2x + 4y 4+ 10z = 0
(| x + 2y + 52 =0

Escalonando o sistema, chegamos a: x + 2y + 5z = 0 e o sistema é indeterminado, isto é, além da
solugéo trivial admite outras solugdes; portanto o conjunto é linearmente dependente. Achar uma
relacédo de dependéncia entre os 3 vetores.

2.5.2 Propriedades da Dependéncia Linear

Consideremos um espaco vetorial V' sobre R.

Py

Ps.

Ps.

Py

Ps

. Se um conjunto finito L € V contém o vetor nulo, entdo esse conjunto é L.D.

Prova: Seja S ={0, u,..., u,}. Entdo, evidentemente,
a0+ 0u, +...+0u,=0,

para todo « # 0. Isso é suficiente para concluir que S é L.D.

SeS={u}cVeu#0,entdoSéL.l

Prova: Suponhamos que au = 0. Como u # 0, entdo o = 0 conforme ja vimos nas propriedades dos

aiur + oot + ...+ apu, =0.

espagos vetoriais. |
SeS={u,...,u, C VéL.D, entdo um dos seus vetores & combinagc&o linear dos outros.
Prova: Por hip6tese existem nimeros reais a1, as, . .., a,, hem todos iguais a zero, de modo que

Suponhamos «; # 0. Entdo existe o inverso de «; e multiplicando a igualdade acima por este inverso

teremos:
up + (aflaz)uz 4+ .+ (aflan)un =0.
Dal,
u = (—Oél_lOéQ)UQ +...+ (—al_lan)un,
0 que mostra que u; € combinacgéo linear de ws, ..., u,. Analogamente se procede quando «; # 0.
O

. Se 5; e S, sdo subconjuntos finitos e ndo vazios de V,se S; C S, e 51 é L.D., entdo S, também é

L.D.

. Se S; e 5, sdo subconjuntos finitos e ndo vaziosde V,se S; € S e S; é L., entdo S, também é L.I.
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Ps. Se S ={u,uz,...,u,} é L., eparaum certo v € V tivermos SU {u} = {u, up, ..., u,, u} L.D., entdo
0 vetor u € combinacao linear dos vetores vy, us, . . ., up, isto &, u € [S].
P;.SeS={w,...,uj...,us} € uj = auy +. ..+ au, (combinacéo linear dos demais vetores de S), entéo
[S]=1[5—{u}]

A teoria de espacos vetoriais divide-se em duas linhas de estudos: se o espa¢o admite ou nao admite
um conjunto finito de geradores. Restringiremo-nos a examinar 0os que admitem um conjunto finito de
geradores. Porém, existem espacos que ndo tém base finita. Isto acontece principalmente quando tra-
balhamos com espacos de funcdes. Nestes casos, precisaremos de um conjunto infinito de vetores para
gerar o0 espaco. Isto ndo quer dizer que estamos trabalhando com combinac¢des lineares infinitas, mas sim,
que cada vetor do espaco € uma combinagéo linear finita daquela “base infinita”.

2.5.3 Base de um Espaco Vetorial Finitamente Gerado

2.15 Definicdo. Seja V um espaco vetorial finitamente gerado. Uma base de V é um subconjunto finito
W C V para o qual as seguintes condigBes se verificam:

i. [W]=V;

ii. W é linearmente independente.

Exemplo 2.24. {(1,0),(0,1)} é uma base do R?.

Exemplo 2.25. {(2,0),(3,0)} ndo é base de R?, pois € um conjunto L.D.
Exemplo 2.26. {(1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0,...,1)} € uma base do R".

Exemplo 2.27. {(1,0,0),(0,1,0)} ndo é base de R3. E L.I., mas n&o gera todo R3, isto &, [(1,0,0), (0, 1,0)] #
R3.

Exemplo 2.28. Os n+ 1 polindmios 1, t,..., t" formam uma base de P,(R).

Exemplo 2.29. {(1,2,0),(0,1,-1),(2,0,1), (0, —4,1)} ndo é uma base do R3, pois, constitui um conjunto
L.D.

Exemplo 2.30. Se indicamos por 0 o vetor nulo de um espaco vetorial qualquer, entdo uma base do
espaco {0} é, conforme nossas convengdes a respeito, o conjunto 0.

Exemplo 2.31. O conjunto das m x n matrizes reais

1 0 0 1 0 0 1 0 0
[ o o0 ... 0 -I { 0 0 0 -I [ 0 0 0

€ uma base do espago M, ,(R).

Nota 21. As base dos exemplos 2.24, 2.26, 2.28 e 2.31 acima mencionados sdo chamadas bases
canodnicas dos espacos R?, R”, P,(R) € My, ,(R).

2.16 Proposicao. Todo espaco vetorial finitamente gerado admite uma base.
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Prova: Indiguemos por V o espaco vetorial.
1. Se V = {0}, entédo () € uma base de V devido as convencgdes.

2. Se V # {0}, entdo existe um subconjunto finito e ndo vazio S C V, de maneira que V = [S].
De fato, como S # {0}, entdo existem subconjuntos néo vazios de S que séo L.l. Tomemos
um deles com o maior numero possivel de elementos. Indicando por B esse subconjunto,
afirmamos que B é uma base de V. Dessa forma, paratodo u € S — B temos que B U {u} é
L.D. Logo, u é combinacgé&o linear de B e por P7, conclui-se que: [B] = [S] = V. Como B é L.I.
(pela propria maneira como foi construido), entdo B € uma base de V.

2.5.4 Dimensao

2.17 Definicdo. Seja V um espago vetorial finitamente gerado. Denomina-se dimenséo de V (notacgao:
dim(V)) o nimero de vetores de uma qualquer de suas bases (cardinalidade). Diz-se, também, neste caso,
que V é um espaco vetorial de dimensao finita.

Podemos constatar, portanto, que:
1. dim(R?) = 2;

2. dim(R") = n;
3. dim(Mpxn(R)) = m - n;

4. dim(Py(R) = n+1;
5. dim({0}) = 0.

2.18 Teorema. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita. Entéo todas as bases de V tem o mesmo
namero de elementos.
Exemplo 2.32. Toda base do espaco vetorial R? tem cardinalidade 2.

2.19 Lema. Suponhamos que o conjunto {vi, v», ..., v,} gera um espaco vetorial V. Se {wy, wo, ..., wp}
é linearmente independente, entdo m < n e V é gerado por um conjunto da forma

{wi,wa, ..., Wp, Vi, .o Vi T
Assim, em particular, quaisquer n + 1 ou mais vetores em V séo linearmente dependentes.
2.20 Definicdo. Seja S um subconjunto de um espagco vetorial V. Chamamos {vy, vz, ..., v,} de subcon-
junto independente maximal de S se
i. ele € um subconjunto independente de S;

i. {v1, va,..., vo, w} é dependente para qualquer w € S.

Segue o0 seguinte teorema.
2.21 Teorema. Suponhamos que S gera V e {vy, v, ..., v,} € um conjunto independente maximal de S.
Entdo {vi, v2,...,v,} € base de V.
A principal relagédo entre a dimensdo de um espaco vetorial e seus subconjuntos independentes esta

contida no teorema a seguir.

2.22 Teorema. Seja V de dimensao finita n. entao,
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i. Qualquer conjunto de n + 1 ou mais vetores é linearmente dependente.

ii. Qualquer conjunto linearmente independente é parte de uma base, isto €, pode ser estendido a uma
base.

iii. Um conjunto linearmente independente com n elementos € uma base.
Exemplo 2.33. Os quatro vetores em R*:
(1,1,1,1),(0,1,1,1),(0,0,1,1),(0,0,0,1)

sao linearmente independentes, pois formam uma matriz na forma reduzida escalonada. Além disso, como
dim(R*) = 4 eles formam uma base de R*. Ou seja, quatro vetores que geram o R* formam uma base para
este espago.

Exemplo 2.34. Ostrés vetores (1,1),(2,3), (-1, 1) em R?, sdo linearmente dependentes, pois, pertencem
a um espagco vetorial de dimenséo 3.

2.23 Teorema. Se U e W sé@o subespacos de um mesmo espaco vetorial V' que possui dimensao finita,
entdo dim(U) < dim(V) e dim(W) < dim(V). Além disso:

dim(U 4+ W) = dim(VU) + dim(W) — dim(U N W).

Nota 22. No caso em que dim(UN W) = {0} dizemos que U é soma direta com W e denotamos por
U W.

Exemplo 2.35. Suponhamos que U e W séo, respectivamente, os planos xy e yz, em R3 : U =
{(a, b,0)}, W = {(0, b, c)}. Como R® = U + W, dim(U + W) = 3. Também dim(U) = 2 e dim(W) = 2. Pelo
teorema acima,

3=242—-dim(UNW)=dm(UNnW) =1.

Observe que isso esta de acordo com o fato que UN W é o eixo y, isto €, UN W = {(0, b,0)}. Logo,
tem dimenséo 1.

2.5.5 Coordenadas de um Vetor

2.24 Definicdo. Seja W C V um conjunto com n elementos, n > 0. Ordenar o conjunto W é escolher

uma fungdo injetiva e sobrejetiva s : {1,2,...,n} — W. Observe que neste caso o conjunto imagem de
s tem n elementos. Feito isso, indicamos o conjunto por W = {v, v, ..., v,} chamando-o de conjunto
ordenado.

Dada uma base B de um espago vetorial V de dimenséo n, serd sempre vantajoso considerar uma
ordem em B que passara a ser chamada de base ordenada . Uma base ordenada é uma base na qual
fixamos quem é o primeiro, 0 segundo, até o i-ésimo elemento da base ou a i-ésima coordenada do vetor
relativo a B.

Vamos assumir que tenhamos ordenado a base B, digamos B = {vi, v2,...,v,}. Como sabemos,
existem escalares oy, as, ..., a, € Ktaisque v = ajvis +aiva+...+a,v,. Um fato importante é a unicidade
dos coeficientes desta combinacéo linear, ou seja, eles estdo bem definidos. Suponha que escrevamos o
mesmo vetor como v = Bivy + five + ... + Bav,. Por subtracdo das combinages lineares obtemos

0= (1 —Bi)vi+ (2= B2)va+ ...+ (an — Bn)Va
A independéncia linear da base implica nas igualdades

a; = Br,00 = F2,...,an = .
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2.25 Definicdo. Sejam B = {vi,v»,...,v,} basede Vev € Vonde v = a1vi + apvo + ... + ayv,. OS
escalares a1, ay, . . ., a, s80 chamados coordenadas do vetor v em relagdo a base ordenada B.

E conveniente, por outro lado, associar uma matriz as coordenadas do vetor v. Assim, se v = aiv; +
apva + ...+ ayv,, em relagcdo & base ordenada B = {vy, v, ..., v,}, considera-se a matriz n x 1

A

-, L]

apenas se nao houver possibilidades de confusdo, como a matriz das coordenadas de v em relacdo a
base ordenada B.

Exemplo 2.36. Considere V = {(1,0),(0,1)}. Seja v = (—2,5). Segue que (—2,5) =
—2(1,0) + 5(0, 1). Portanto, [(— { }
Se B ={(-1,1),(0,1)}, entdo ( = x(—1,1) + y(0,1), resultando x = 2 e y = 3. Entdo (-2,5) =

2(-1,1) +3(0,1) e, portanto, [(—2,5)]s = { z }

. . . )
Nota 23. E importante notar que a ordem dos elementos de uma base também influi na matriz das
coordenadas de um vetor em relacdo a esta base. Por exemplo, se tivermos B; = {(1,0),(0,1)} e

B, ={(1,0),(0,1)}, entéo
Tl = | 5]

Em virtude disto, é evidente a necessidade de trabalhar com bases ordenadas de V (ndo apenas

[(=2,5)]g,

bases de V) para podermos considerar a matriz de coordenadas como foi definida acima. Sem
\ordenar a base, ndo saberiamos qual seria 0 a1, 0 a3, etc.

2.5.6 Mudanca de Base

Na disciplina de Geometria Analitica vocé deve ter visto uma diversas situacdes em que a resolucao
de um problema torna-se muito mais simples se for escolhido um referencial conveniente. Por exemplo, a
equacdo da elipse x? + xy + y? — 3 = 0 torna-se muito simplificada se, ao invés de trabalharmos com os
eixos x e y, (isto é, o referencial determinado pela base T = (1,0)e 7 = (0, 1)) utilizarmos um referencial
que se apoia nos eixos focal e normal da elipse.

Neste novo referencial, a equacgéo da elipse sera mais simples:
3x¢ 4 2y7 = 6.
Numa situaco desse tipo, existe uma questéo pertinente: Uma vez escolhido o novo referencial, qual
a relacdo entre as coordenadas de um ponto no antigo referencial e suas coordenadas no novo?
Passando a um contexto mais amplo, estamos interessados na seguinte situacao.

Sejam B = {uy, tp, ..., upt € B' = {wy, ws, ..., w,} duas bases ordenadas de um mesmo espaco vetorial
V. Dado um vetor v € V, podemos escrevé-lo como:

(T){ V=aiu1 +aatih + ...+ Bpvp
v = 701w+ Bowz + ... + Baw,
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Como podemos relacionar as coordenadas de v em relagéo a base B,
&

[V]B—{ : |

com as coordenadas do mesmo vetor v em relagao a base B’,

o]

[v]e = { : | :
fn

Como {uy, ua, ..., u,} € uma base de V, podemos escrever os vetores w; como combinagao linear dos
uj, isto €,
,rW1 = anu; + axpu + ... + anu,
1
(—H){ Wo = apuy —+ axpu + ... 4+ apu,
i
| Wo = amptn + axp2 + ... +  anplp

Substituindo em (1) temos:

v = Giwi+ ...+ Baw,
ﬁl(allul + ...+ anlu,,) + ...+ ﬁn(alnul + ...+ an,,u,,)
= (aufi+...+awBn)ur+ ...+ (anfr + ...+ annfn)tn

Mas, v = aquy + ...+ ayu,, € como as coordenadas em relagdo a uma base sdo Unicas, temos:

a1 = aufr + anf + ... + amb

an = anbi + amfr + ... + anbhn

Na forma matricial

w5

o] o ][
M

dil1 d12 ... din

Isto é, denotando

S—

, a1 a2 ... axip
g =

dnl  dp2 ... dnn

temos

Ve = N8 [V]e-

A matriz [/]5'[v]s € chamada matriz de mudanca de base da base B’ para a base B. Uma vez obtida
[/]g/[v]B, podemos encontrar as coordenadas de qualquer vetor v em relacédo a base B, multiplicando a
matriz pelas coordenadas de v na base B’ supostamente conhecidas.

Exemplo 2.37. Sejam B = {(2,-1),(3,4)} e B’ = {(1,0), (0,1)} bases de R?. Encontre [/]5 [v]s-.
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SO'UC}&O: wy = (1, 0) = 811(2, —1) aF 321(3, 4), donde (1, 0) = (2811 + 3az1, —a11 + 4821). O que |mpllca
1

queau:ﬁeau:ﬁ. ;
wy = (0,1) = a12(2, —1) + a22(3,4). computando os célculos, encontramos a;; = — € axn = T
Portanto,
& =]
11 11
/ a1l ai2
[NE Vs = { } = { J
da21 a2 1 2
11 11

Observe que, ao encontrarmos a matriz mudanca de base, podemos exibir qualquer vetor na base B.
Por exemplo, [v]g para v = (5, —8).
R
11 11 5

[(5,—8)]s = [1Z [V]e: [(5,—8)]s = {

11 11

O calculo feito através da matriz de mudanga de base é operacionalmente vantajoso quando trabalhar-
mos com mais vetores, pois, neste caso, ndo teremos que resolver um sistema de equacdes para cada
vetor.

2.6 Exercicios Propostos

2.1. Seja V o conjunto dos pares ordenados (a, b) de nimeros reais com adi¢cdo em V e multiplicagdo em
V definidos por (a, b) + (¢, d) = (a+c, b+ d) e a(a, b) = (aa, 0). Verifique se V é um espaco vetorial sobre
R, ou seja, satisfaz todos os axiomas de espaco vetorial.

2.2. Mostre que os seguintes subconjuntos de R* sdo subespacos:
@W={(xyz,t)eRx+y=0ez—t=0}; (B)W={(x,y,z,t)eR*2x+y—t=0ez=0}

2.3. No espagco vetorial R® consideremos os seguintes subespacos vetoriais: U = {(x,y,z)|x +y =
4x —z=0}, V={(xy,2)3x—y—2z=0},5=[(1,-1,2),(2,1,1)]e T =[(0,1,-1),(1,2,1)]. Determinar
as dimensfes de cada um dos seguintes subespacos U, S, T, V,S+T,5NT.

2.4. Quais os subconjuntos abaixo do R* s&o linearmente independentes:

(a) {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1),(2,5,3)} (©) {(0,0,0),(1,2,3), (4,1,-2)}
(b) {(1,1,1),(1,0,1), (1,0, -2)} d){(1,11),(1,21),3.2-1)}

2.5. Determinar m e n para que os conjuntos de vetores do R* dados abaixo sejam L.1.
@ {(3.5m,1),(2,0,4),(1,m,3)} (b){(1,3,5),(2, m+1,10)} (©) {(6,2,n),(3, m+nm—1)}
2.6. Quais sdo as coordenadas de x = (1,0,0) em relagdo a base 5 = {(1,1,1),(-1,1,0),(1,0, -1)}?

2.7. Sejam 31 = {(1,0),(0,1)}, B2 = {(~1,1),(1,1)} bases ordenadas de R?. Ache:

@ [ (b) [N
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[ _1
' 27 (a) [/]Z; = 2

2.7 Gabarito

2.1 O conjunto V satisfaz todos os axiomas de espaco vetorial exceto [M,] : 1u = u. Portanto, [M,] ndo é conseqiiéncia dos outros
axiomas e V ndo é um espago vetorial. 2.2 (a) i. Sejam vi = (x1,y1, 21, t1) € W e v = (x, y2, 22, o) € W. Entdo v; + v, ainda esta
em W. Vejamos: vi + v» = (x1 + x2, y1 + y2, 21 + 2, t1 + t2). Testemos se este novo vetor satisfaz as condigdes que definem W :
(X1 +X2)+(y1 +y2) = (X1 +y1)+ (Xz +y2) =0+0=0e (21 +22)+(t1 + tz) = (21 — t1)+(22 — t2) =040 =0, pois, v; e v, estdo
em W e satisfazem as condi¢des implicando que v; + v, também o faga. Portanto, vi + v € W. ii. Sejav = (x,y,z,t) € We X € R.
Entdo X - v = (Ax, Ay, Az, At). Testemos as condigdes: Ax + Ay = A(x+y) =A-0=0e Xz — At =Xz —t) =X-0=0. Assim,
Av € W. Portanto, W é subespaco. (b) E um subespago. Procedimento idem ao visto no item (a). 2.3 1. Os vetores de U sdo da
seguinte forma: (x, —x, 4x) = x(1, —1, 4). Logo, {(1, —1,4)} é uma base de U e dim(U) = 1. 2. Escalonando os vetores do subespaco
1 -1 2 } [ 1 -1 2

S, temos
2 1 1 0 3 -3

} . Logo, dim(S) = 2. 3. dim(T) = 2. 4. dim(V) = 2. 5. dim(S + T) = 3. 6.

dim(SNT) = 1. 2.4 (a) N&o; (b) Sim; (c) N&o; (d) Sim. 2.5 (a) m # 0; (b) m # 5; () n £ 0oum # 1 2.6 [x]5 = [ % _% % ]t.

NI =
N—

-1

el
2

=
—
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FACULDADE DE TECNOLOGIA E GIES

Transformacoes e Operadores Lineares.

Produto Interno

Lemaﬁg Transformacoes e Operadores Lineares

Transformacoes Lineares, Diagonalizac3o de

Operadores, Autovetores , Autovalores e Aplicacoes

Apresentacao

Nos temas anteriores nos detivemos estudando alguns aspectos intrinsecos dos espacos vetoriais fini-
tamente gerados: base e dimensédo , principalmente. Neste tema, 0 nosso enfoque esta em torno de
analisar as correspondéncias entre espacos vetoriais. As transformacdées lineares que definiremos neste
tema constituem o ponto mais importante desse estudo. Mas antes fagamos algumas consideracdes pre-
liminares.

3.1 Preliminares

3.1 Definicdo. Dados dois conjuntos U e V, ambos néo vazios, uma aplicagdo de U em V é uma “lei”
pela qual a cada elemento de U esta associado um Unico elemento de V. Se F indica essa lei e u indica
elemento genérico de U, entdo o elemento associado a u é representado por F(u) (Ié-se “F de u”) e se
denomina imagem de v por F.

O conjunto U é o dominio e o conjunto V' é o contra-dominio da aplicacdo F. Para indicar que F é uma
aplicacdo de U em V costuma-se escrever F : U — V, ou ainda, indicado por u um elemento genérico de
U, u— F(u).

3.2 Definigdo. Duas aplicagbes F: U — V e H: U — V séo iguais se, e somente se, F(u) = H(u),V u €
U.

Dado W C U denomina-se imagem de W por F o seguinte subconjunto de V: F(W) = {F(u)|u € W}.
Se W = U, entdo F(U) recebe o nome de imagem de F e a notagdo serd Im(F). Portanto, Im(F) =
{F(uv)|u € U}.

3.3 Definicdo. Uma aplicacdo F : U — V se diz injetora se, e somente se,
Yu,ueU, F(Ul) = F(U2) = u; = Uy,

ou ainda, equivalentemente,
Vo, u €U up # up = Fur) # F(uz).

Exemplo 3.1. A aplicagdo R : R? — R? dada por R(x,y) = (x, —y), € injetora, pois, se u; = (x1,y1) €
up = (X2,y2), entao

F(un) = F(r) = (x1, —y1) = (x2, —y2) = x1 = x2 € y1 = yaRightarrowu; = uy.
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Exemplo 3.2. A aplicagéo f : R? — R3 dada por F(x,y) = (0, x + y,0) ndo € injetora, pois, temos, por
exemplo,
(1,1) #(2,0) e F(1,1) = F(2,0) = (0,2,0).

3.4 Definicdo. Uma aplicagdo F : U — V é sobrejetora se, e somente se, Im(F) = V, ou seja, para todo
v € V, existe u € U tal que F(u) = v.

Exemplo 3.3. A aplicagédo f : R? — R3 dada por F(x,y) = (0, x + y,0) ndo é sobrejetora. Isto porque,
por exemplo, (1,0, 0) € R3 e ndo é imagem de por f de nenhum elemento v € R? (o primeiro termo de cada
imagem é zero).

Exemplo 3.4. A aplicagdo R : R?> — R2 dada por R(x,y) = (x, —y),V(x,y) € R?, é sobrejetora, pois,
dado v = (a, b) € R?, basta tomarmos v = (a, —b) para termos R(u) = v.

3.5 Definicdo. Uma aplicacdo F : U — V € bijetora se, e somente se, F € injetora e sobrejetora.

Exemplo 3.5. A aplicagdo R : R?> — R2 dada por R(x, y) = (x, —y),V (x, y) € R?, é injetora e sobrejetora.

( Nota 24. Se F : U — V é bijetora, entdo cada elemento de V' é do tipo F(u), comu € U, ese fizermos\
a associagéo F(u) — u teremos uma aplicacéo de V em U, pois, ndo podemos ter F(u;) = F(u2) e
u # up Jd que F é injetora. Essa nova aplicagdo assim definida é chamada aplicagdo inversa de F e
¢ indicada por F~1. Tem-se ent3o:

F ' (F(u)=ueF(F'(v))=wWuecUeVveV.

3.2 Transformacdes Lineares

3.6 Definicdo. Sejam U e V espacos vetoriais sobre R. Uma aplicacdo T : U — V é chamada transfor-
macao linear de U em V se, e somente se,

. T(u+v)=T(u)+T(v),Yuvel,

i. T(au)=aT(u),a € Rewue U,ou, de forma equivalente,

T(au+v)=aT(u)+ T(v).

No caso em que U = V, uma transformagéo linear T : U — V é chamada também de operador linear.
A definicdo anterior pode ser resumida por:
Exemplo 3.6. A transformacédo identidade / : U — U, definida por /(u) = u,V u € U é um exemplo de
transformacéo linear, pois,
i lu+v)=u+v=Iu)+I(v)

i. I(au) =au=al(u).

| é também chamado o operador idéntico de U.

Exemplo 3.7. A transformagao linear nula O : U — V, definida por O(u) =0 (vetornulode V)Vue V é
uma transformacéo linear, pois,

i.O(u+v)=0=040=Ou+ Ov;
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ii. O(au) =0=a0=aO0(u).
Exemplo 3.8. Observemos que a transformagcao linear T : R3 — R?, definida por
T(x,y,z) = (x+1y+2)

ndo é uma transformagéo linear. De fato, dados v = (x1,y1,z1) € v = (X2, y2, 22)

L Tw+v)=Tx+x,n+yza+z)=0a+x+1,y1+y + 2z + z) enquanto que T(u) + T(v) =
Ca+lyi+z)+e+lLyo+2)=0a+x+2,y1+2z1+y+2). Portanto, T(u+v) # T(u)+ T(v),
ou seja, nao satisfaz /.

Exemplo 3.9. Atransformagdo T : R — R definida por T(u) = u? n&o é linear. Vejamos que: T (u+v) =
(u+v)?=0v?+2uv+v2e T(u)+ T(v) = u? + v2. Portanto, ndo satisfaz /.

Exemplo 3.10. Seja o, 8 € R, U = R um espaco vetorial sobre R, T : U — U uma aplicagdo definida por
ur Bu(T(u)=pu). Como T(u+v)=pu+v)=pu+pv=T(u)+ T(v)e T(au) = B(au) = a(Bu) =
aT(u), T € uma transformacao linear.

Mais ainda, toda transformacéo linear de R em R s6 pode ser deste tipo. Observe que, T(x) = T(x - 1)
e como T é uma transformacao linear e x um escalar, pois T € de R em R, temos T(x-1) = x - T(1).
Chamando T(1) = S, encontramos T(x) = (Ox. Assim, T : R — R é uma transformacéo linear se,
e somente se, seu grafico € uma reta passando pela origem, o que nos induz a entender que 0 nome
transformacéo linear certamente foi inspirado neste caso, U = R.

( Nota 25. Decorre da definicdo que, uma transformacéo linear 7 : U — V leva o vetor nulo de U no\
vetor nulo de V, isto é,se 0 € U, T(0) = T(0+0) = T(0)+ T(0) =0+ 0= 0 € V. Isto nos auxilia
a detectar transformagdes néo lineares. Se T(0) # 0, T ndo é linear. Mas cuidado T(0) = 0 ndo
é suficiente para que T seja linear. Assim, no exemplo ( 3.8) podemos detectar que T ndo € uma
transformacéo linear pelo fato de 7(0) # 0. J& no exemplo ( 3.9), apesar de T(0) =0, T ndo é uma
transformacéo linear.

3.3 Exemplo Geométrico das Transformacées Lineares

Apresentaremos uma visdo geométrica das transformag6es lineares, exibindo exemplos de transfor-
magcdes do plano no plano (R? — R?). Veremos assim que, por exemplo, uma expansdo, uma rotacio e
certas deformacfes podem ser expressas por transformacdes lineares.

3.3.1 Expansao ou Contracdo Uniforme

Uma transformacéo linear T : R> — R?, que a cada vetor v é associado um mdltiplo deste, ou seja, v —
a-v,coma € R, é denominada expansao ou contracéo, conforme o valor de |«|. A saber, respectivamente,
o] >10ou0 < |af < 1.

Exemplo 3.11. A transformacgdo linear T : R?> — R2 definida por T(x,y) = 2(x, y) leva cada vetor do
plano num vetor de mesma direcao e sentido de v, mas de modulo maior, exatamente o dobro. Na forma
de matriz ou vetores coluna, temos
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Se fizéssemos T : R? — R? tal que T(x,y) = =(x,y), T seria uma contragao.
y y
Y
|
| T, TW)
: |
| [
! |
X X

3.3.2 Reflexdo em Torno do Eixo-x

A transformacéo linear T : R?> — R? tal que T(x,y) = (x, —y) é chamada reflexdo em torno do eixo x.

1
0

3.3.3 Reflexdo em Torno da Origem

Uma transformacé&o linear T : R? — R? tal que T(x,y) = (—x, —y) leva um vetor v em seu simétrico,
em relacdo a origem, —v.

Escrevendo na forma de vetores-coluna, temos
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3.3.4 Rotacao

Veremos aqui a transformacao linear no plano que gira um vetor de um Angulo 6 no sentido anti-horario.

Observando a figura acima temos que: x’ = rcos(a + 6) = rcosacos — rsenasen . Mas, rcosf = x e
rsenf = y. Entdo, x’ = xcosf — y sen §. Analogamente, tem-se que

y' = rsen(a+0) = r(senacos® + cosasen ) = y cosf + xsen 6.

Assim, Ry(x,y) = (xcos@ — ysenf, y cosf + xsen ) ou na forma de coluna,
X xcosf — ysenf cosf —senf X
— =
y xcosf — ysenf senf  cosf y
Consideremos o caso particular onde 6 = g Neste caso, cosf = 0 e senf = 1. Entao,

MR
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3.4 Principais Conceitos e Teoremas

Nesta secdo exibiremos os resultados que dardo uma estrutura para um estudo mais preciso e signi-
ficativo das transformacdes lineares.

Dados vy, v1,...,vp € Veaj,az,...,a,€ K,se T : V — W é uma transformacao linear, entdo
T(laava +aova+ ...+ apvp) = T(aavi) + ...+ T(apvn) =aa T(v1) + a2 T(v2) + ... + ap T(vy).
Dizemos entdo que T preserva combinacdes lineares. Um fato importante sobre as aplicacdes lineares

€ que elas sdo perfeitamente determinadas conhecendo-se apenas seu valor nos elementos de uma base,
ou seja, uma transformacao linear é determinada pelas imagens dos vetores de uma base qualquer do

dominio.
3.7 Teorema. Dados dois espacos vetoriais reais V e W e uma base de V, {v1,wv,...,v,}, sejam
wi, ..., w, elementos arbitrarios de W. Entdo, existe uma Unica aplicacdo linear T : V — W tal que

T(vi)=wr..., T(v,) = w,. Esta aplicagdo é dada por: se v=caiv; + ...+ a,va,
TW)=a1T(vi)+ ...+ anT(va) = 1wy + ...+ apw,

Verifigue que T assim definida é linear e que € a Unica que satisfaz as condi¢des exigidas.

Exemplo 3.12. Sabendo que um operador linear T : R? — R? é tal que T(1,0) = (3,-2) e T(0,1) =
(1,4), determine T(x, y).

Solugdo:  Observemos que {(0,1),(1,0)} é a base candnica do R?. Assim, um vetor (x,y) € R?
pode ser escrito como combinagéo linear (x, y) = x(1,0) + y(1, 0) e, portanto,

T(x,y)=xT(1,0)+yT(0,1) = x(3,-2) + y(1,4) = (3x + y, —2x + 4y)

Exemplo 3.13. Encontre a transformagéo linear T : R? — R3 tal que T(1,1) = (3,2,1) e T(0, -2) =
(0,1,0).

Solugdo:  Um vetor (x, y) € R2 pode ser escrito como (x, y) = a1(1,1) + a2(0, —2). Primeiramente,
busquemos encontrar «; € a,. Multiplicando-se por a; e a, a equagao anterior, 0 seguinte sistema é

obtido:
o] = X
a; —2ap =y

~ X — ~ .
Temos entdo que a; = x € ap = Ty Podemos entéo reescrever o vetor (x, y) da seguinte forma:

(x.y) = x(1.1) + (0, -2).

Logo,

T(x,y) = xT(L,1)+ % T(0,—2) = x(3,2,1) + %(0, 1,0) = (3x, 2x, 2 . Yy

Exemplo 3.14. Seja T : R® — R? uma transformagéo linear e B = {vi, v, v3} uma base de R3, sendo
vi =(0,1,0), v» = (1,0,1), v3 = (1,1,0). Determinar T(5,3,—2), sabendo que T(v;) = (1,-2), T(wv) =
(3,1) e T(vs) = (0,2).
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Solucéo:

ou

sistema cuja solucao é:

Entao:

Logo,

3.4.1

Expressemos v = (5, 3, —2) como combinac&o linear dos vetores da base:

(5,3, —2) = 1(0,1,0) + a»(1,0, 1) + a3(1, 1,0),

|{ s + a3 5
{ ol +az = 3
L (651 —2
o] = —4,042 = —2,043 =7,

(5, 3, —2) = —4v; — 2w + Tvs.

—4T(v1) —2T(v2) + 7T (vs)

7(5,3,-2) =
T(5,3,-2) = —4(1,-2)—2(3,1)+7(0,2)
T(5,3,-2) (—10,20)

Niicleo de uma Transformacio Linear

3.8 Definicdo. O nucleo de uma transformacdao linear T : V — W é o conjunto de todos os vetores v € V

que séo transformados em 0 € W. Indica-se esse conjunto por N(T) ou ker(T).

ker(T) ={v e V; T(v)=0}.

Observemos que ker(T) C V e ker(T) # ), pois 0 € ker(T), tendo em vista que 7(0) =0

Exemplo 3.15. Determine o nudcleo da transformacéo linear

Solucéo:
O que implica:

ou seja,

Sistema cuja solucéo é:

Logo:

Exemplo 3.16. Determine o nicleo da transformacdo linear T : R®* — R? definida por T(x,y, z)

T:R2—>R2,T(X,y):(x+y,2x—y)

ker(T) = {(x.y) € R% T(x,y) = (0,0)}.

(x+y,2x—y)=(0,0),

x+y = 0
2x—y = 0.
x=0ey=0.

ker(T) = {(0,0)}.

(x—y+4z,3x+y+ 82).
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Solucdo: Nesse caso, temos:
ker(T) ={(x,y,2) € R3/ T(x,y,z) =(0,0)},
isto é, um vetor (x, y, z) € ker(T) se, e somente se,
(x—y+4z,3x+y+82)=(0,0),

ou seja,
X—y+4z =
3x+y+8z = 0.

Sistema linear homogéneo, cuja solugdo é x = —3z e y = z. Logo,
ker(T) ={(—3z,z,z);z e R} = {z(-3,1,1);z € R},

ou ainda,
ker(T) =[(—3,1,1)].

Observe que este conjunto representa uma reta no R® que passa pela origem e tal que todos os seus
pontos tém por imagem a origem do R?.

3.4.2 Propriedades do Nucleo

3.9 Proposicdo. O nucleo de uma transformacdo linear T : V — W é um subespaco vetorial de V.

Prova: De fato. Sejam v; e v, vetores pertencentes ao ker(T) e a um namero real qualquer. Entéo,
T(vn) =0e T(v2) =0. Assim:

| T(vi +v2) = T(v1) + T(2) =0+0=0,isto é: v + v5 € ker(T);

Il T(av1) = aT(v1) = a0 =0, isto é: av; € ker(T).

3.10 Proposicdo. Uma transformagcéo linear T : V — W é injetora se, e somente se, ker(T) = {0}.

Prova: Lembremos que uma aplicagéo T : V — W é injetora se
VuwmweV,Tn)=T(w)=>v=wv
ou, de modo equivalente, se
Vvi,vo € V,vi Zva = T(wv1) # T(v2).

Primeiramente mostremos que se T é injetora, entdo ker(T) = {0}.

Seja v € ker(T), isto é, T(v) = 0. Por outro lado, sabe-se que T(0) = 0. Logo, T(v) = T(0).
Como T é injetora por hipétese, v = 0. Portanto, o vetor zero € o Unico elemento do nucleo, isto é,
ker(T) = {0}.

Agora vamos mostrar que se ker(T) = {0}, entdo T é injetora.

Sejam vi, v» € V tais que T(v1) = T(v2). Entdo, T(v1) — T(v2) = 0ou T(vi — v2) = 0 e, portanto,
vi — vz € ker(T). Mas, por hipétese, o Gnico elemento do nucleo é o vetor 0 e, portanto, v; — v, = 0,
isto é, vy = v,. Como T(v1) = T(w) implica v = v,, ou seja, T € injetora. O
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3.4.3 Imagem de uma Transformacdo Linear

3.11 Definicao. A imagem de uma transformacéo linear T : V — W é o conjunto dos vetores w € W que
sdo imagens de pelo menos um vetor v € V. Indica-se esse conjunto por Im(T) ou T(V). Simbolicamente,

Im(T) ={w e W,; T(v) = wparaalgum v € V}.

Observemos que Im(T) ¢ W e Im(T) # 0, pois, 0 = T(0) € Im(T). Se Im(T) = W, T diz-se
sobrejetora, isto é, para todo w € W existe pelo menos um v € V tal que T(v) = w.

Exemplo 3.17. Seja T : R® — R3, T(x,y, z) = (x, y,0) a proje¢do ortogonal de R* sobre o plano xy.

z
Aimagem de T é o préprio plano xy, ou seja, 10
Im(T) = {(x,y,0) € R%; x,y € R}. v=(5-57) ..
N T
Observemos que o nacleo de T é o eixo dos z, isto —10 _ 10 y
é, R e >
ker(T) ={(0,0, 2); z € R}, T(v) = (5'_5'05 -~y \% 10
5 —
pois, T(0,0,z) = (0,0,0), para todo z € R. A figura x« ,0,0)
ao lado apresenta o vetor v = (5, —5, 7) e suaimagem
T(v) =(5,-5,0).

Exemplo 3.18. A imagem da transformacéo linear identidade / : V — V definida por I(v) = v,V v € V,
é todo o espacgo V . O nlcleo, neste caso, € ker(/) = {0}.

Exemplo 3.19. A imagem da transformagéo nula O : V — W definida por O(v) = 0,V v € V, éo0
conjunto Im(O) = {0}. O nucleo, nesse caso, é todo espago V.

3.4.4 Propriedades da Imagem

3.12 Proposicdao. A imagem de uma transformacao 7 : V — W é um subespaco de W.

Prova: Sejam w; e w, vetores pertencentes a Im(T) e « um nimero real qualquer. Devemos mostrar
que wy + wy € Im(T) e que awys € Im(T), isto é, devemos mostrar que existem vetores v e v
pertencentes a V tais que T(v) = wy + ws € T(u) = aw;.

Como wy, ws € Im(T), existem vetores v, v, € V tais que T(v1) = wy e T(v) = w,. Fazendo
v=vi+ weu=av, tem-se:

TW)=T(vi+w) =T+ T(v)=ws +w

T(w)=T(av) =aT(v1) =aw

e, portanto, Im(T) € um subespaco vetorial de W. O

3.4.5 Teorema do Nicleo e Imagem

3.13 Teorema. Seja T : V — W uma aplicacao linear. Entéo,
dim(ker(T)) + dim(Im(T)) = dim(V). (3.2)
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Prova: Considere vy, ..., v, uma base de ker(T). Como ker(T) C V é subespaco de V, podemos
completar este conjunto de modo a obter uma base de V.

Seja {v1,..., vy, w1,..., Wy} abase de V. Queremos mostrar que T(ws),..., T(wy,) € uma base de
Im(T), isto &,

i[T(wa),..., T(Wm)] = Im(T);
i {T(w),..., T(wny)} é linearmente independente.

Mostremos, primeiramente, i. Dado w € Im(T), existe v € V tal que T(u) = w. Se u € V, entéo

u=o1vy+...+apvy+ Biws + ...+ BnWn.

Mas,
w = T(Ww)=T(aavi+...+apvp+ Biws + ...+ Bowim)
= o T(Vl) +.+ anT(Vn) + 5 T(Wl) +.ot 6mT(Wm)
Como os vetores {vi, ..., v,} pertencem ao ker(T), T(v;) =0, parai=1,...,n. Assim,
w=bTw)+ ...+ bnT(wny)
e aimagem de T é gerada pelos vetores T(wy), ..., T(wp).

Mostremos, agora, ii. Consideremos, a combinacéo linear
arT(w) +axT(wa)+ ...+ anT(wy) =0

Como T élinear, T(ayws +aowa + ...+ amwy,) = 0. LOgo aywy + apwa + . .. + amwiy, € ker(T). Entéo,
agwy + apwa + ... + apw,y, pode ser escrito como combinacao linear da base {v1,..., v,} de ker(T),
isto &, existem (4, 3, .. ., 3, tais que

awy + ...+ amwWy = Bivi + ... + Bava,

ou ainda,

agwy + ...+ amwy — Bivi — ... — Bavy, = 0.
Mas {vi,..., Vp,...,W1,...,Wn} € umabase de V,etemosentdio oy =ax = ... =ap =1 = o =
...=f,=0. O

3.14 Corolario. Se dim(V) = dim(W), entdo a transformacé&o linear T € injetora se, e somente se, é
sobrejetora.

3.15 Corolario. Seja T : V — W uma aplicacéo linear injetora. Se dim(V) = dim(W), entdo T leva base
em base.

Suprimiremos as demonstra¢g@es dos corolarios acima e exibiremos exercicios resolvidos sobre o as-
sunto em questao.

3.4.6 Isomorfismo e Automorfismo

3.16 Definicdo. Se uma transformacéo linear T : V — W é bijetora, damos o nome de isomorfismo.

3.17 Definicdo. Dois espacos vetoriais U e V sdo isomorfos se existe um isomorfismo 7 : U — V.

Sob o ponto de vista da Algebra Linear, espacos vetoriais isomorfos sdo, por assim dizer, idénticos.
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Observe que devido ao Teorema ( 3.2), espagos isomorfos devem ter a mesma dimenséo. Portanto, pelo
corolario ( 3.15), um isomorfismo leva base em base. Além disso, um isomorfismo T : V — W tem uma
aplicacdo inversa T~! : W — V que é linear e também é um isomorfismo.

Exemplo 3.20. Seja T : R® — R3 dada por T(x,y, z) = (x—2y, z, x+y). Mostre que T é um isomorfismo
e calcule sua inversa 71

Solugédo: Se pudermos mostrar que T € injetora, teremos que T é um isomorfismo (Corolario 3.14).
Isto equivale a mostrar que ker(T) = {(0,0,0)}. Mas ker(T) = {(x,y,2); T(x,y,z) = (0,0,0)} e
T(x,y.z) = {(0,0,0)} se, e somente se, (x —2y,z,x + y) = (0,0,0). Resolvendo o sistema de
equacdes lineares

x—=2y = 0
z = 0
x+z = 0

achamos que x = y = z = 0 é a Unica solucéo e, portanto, 7 € um isomorfismo.
Tomando a base candnica de R3, sua imagem pela T é

{T(1,0,0), T(0,1,0), T(0,0,1)} = {(1,0,1),(=2,0,1),(0,1,0)}

gue é ainda uma base de R3. Do fato de T ser um isomorfismo, calculemos a aplicagéo inversa de
T.

Como T(1,0,0) = (1,0,1), 7(0,1,0) = (-2,0,1) e T(0,0,1) = (0,1,0), temos que T-1(1,0,1) =
(1,0,0),T7%(-2,0,1) = (0,1,0),771(0,1,0) = (0,0,1). Queremos calcular T~1(x,y,z). Para isto
escrevemos (x, y, z) em relacéo a base {(1,0,1),(-2,0,1),(0, 1,0)}, obtendo:

2 —
(v 2) = 2222(1,0,1) + 2=2(=2,0,1) + y(0, 1, 0).
Entao, )
= 7, 2) — X+3 2T1,0.1) + 25 T(=2,0,1) +y (0, 1,0)
Ou segja,
_ X+2z z—x
T (xy.2) = (53— =5

3.4.7 Posto e Nulidade

Seja T : V — U uma transformacéo linear. Entéo,
3.18 Definicdo. o posto de T é a dimensdo da sua imagem e a nulidade de T é a dimensado do seu

nucleo. Assim,
posto(T) = dim(Im(T)) e nulidade(T) = dim(ker(T)).

Assim, o Teorema 3.2 produz a seguinte férmula para um transformagdo T, quando V tem dimens&o
finita:
posto(T) + nulidade(T) = dim(V).

3.4.8 Transformacoes Singulares e Nao-Singulares

3.19 Definicdo. Diz-se que uma transformagéo linear T : V — U é singular se existe v € V, com v # 0,
mas T(v) = 0. Assim, T : V — U é ndo-singular se, e somente se, o vetor nulo de V é transformado no

|79




ALGEBRA LINEAR

vetor nulo de v, ou equivalentemente, se seu nucleo consiste somente no vetor zero (ker(T) = {0}).

Exemplo 3.21. Seja T : R® — R3 a transformac&o linear que gira um vetor de um angulo § em redor do
eixo dos z,
T(x,y,z) = (xcosf — ysenf, xsenf + y cosb, z).

Observe que somente o vetor zero é transformado no vetor zero. Portanto, T é ndo-singular.

Agora, se a transformacao linear T : V — U € injetora, somente o vetor 0 € V pode ser transformado
em 0 € U e entdo T é ndo-singular. A reciproca desta afirmacdo também é verdadeira. Suponhamos que
T é ndo-singular e T(v) = T(w), entdo T(v —w) = T(v) — T(w) =0 e, portanto, v —w = 00U v = w.
Assim, T(v) = T(w) implica v = w, isto é, T é injetora. Este resultado é um importante teorema que
enunciaremos a seguir.

3.20 Teorema. T € uma transformagcao linear injetora se, e somente se, ker(T) = {0}.

3.4.9 Exercicios Resolvidos

Exemplo 3.22. Seja T : R® — R? a transformac&o linear dada por T(x,y,z) = (x + y,2x — y + 2). ()
Dar uma base e a dimenséo de ker(T); (b) Dar uma base e a dimenséo de Im(T).

Solugdo: (a) ker(T) = {(x,y,z) € R3(x+ y,2x —y + z) = (0,0)}. Como { x+y=0 N
2x—y+z=0

=0 . ~ . ~
{ Xty Cuja solucéo geral é (—y, y,3y),y € R, entdo ker(T) = {(-y,y,3y);y € R}. Logo,

—3y+z=0
ker(T) =[(—1,1,3)] e {(-1,1,3)} é uma base de ker(T).
(b) Achemos um conjunto de geradores de Im(T) : (x+y,2x —y +z) = x(1,2) + y(1,—1) + z(0, 1) do
que segue Im(T) = [(1,2),(1,-1),(0,1)]. Para determinar uma base de Im(T) usamos 0 processo
préatico que consiste em colocar os vetores geradores de Im(T) em linha e escalonar. Vejamos abaixo:

{1 2] [1 2] [1 2] {1 2]

1 -1|—-(0 -3|—]01]|—-]1 -1

o 1) Lo 1) loa) Lo ol
Assim, uma base de Im(T) é {(1,2),(0,1)} e dim(Im(T)) = 2. Segue que Im(T) = R%2 e T é sobreje-
tora. Observe que T néo € injetora, pois, seu nicleo ker(T) # {(0, 0, 0)}.

Exemplo 3.23. Determinar uma aplicagéo linear T : R® — R* tal que

Im(T) =1[(1,1,2,1),(2,1,0,1)].

Solucdo: Como dim(Im(T)) = 2. Lembrando do teorema 3.2
dim(ker(T)) + dim(Im(T)) = dim(V),

em que, V = R3. Temos ent&o que dim(ker(T)) = 1. Podemos tomar T : R® — R* tal que T(1,0,0) =
(0,0,0,0), T(0,1,0)=(1,1,2,1)e 7(0,0,1) = (2,1,0,1). Aimagem sera o conjunto dado. Temos

T(x,y,z) = xT(1,0,0)+yT(0,1,0)+=2T7(0,1,0)
= y(1,1,2,1)+2(2,1,0,1) = (y +2z,y + 2,2y, y + 2).

Vale observar que tomamos em R3, a base candnica, a qual fizemos o vetor (1,0, 0) pertencer ao
ndcleo de T. Portanto, segue que o exercicio em questdo admite varias solugoes.
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Exemplo 3.24. Seja T o operador linear de M,(R) definido por T(X) = BX,V X € M,(R), onde

B € Mx(R). No caso de B = { ; 0 } determine ker(T) e uma base da imagem de T.

Solucéo:
1 0 00
ker(T)=1{ | © 7 | e My(R); = X | = :
z t 2 -1 z t 2x—z 2y —t 0 0
If x=0
: j y=0 A . o
Como o sistema { }2/ 9 s6 admite a solucgéo trivial, T é injetora. Por outro lado, levando em
X—z=
L2y—t=0

conta o teorema do nicleo e da imagem, tiramos que
dim(Im(T)) = dim(M2(R)) — dim(ker(T)) =4 — 0= 4.

Logo, Im(T) = My(R) e qualquer base deste espaco € base de /Im(T). Observe que T é um auto-
morfismo de M,(R). Os mesmos resultados seriam obtidos para qualquer matriz B inversivel.

Exemplo 3.25. Mostrar que o operador linear T do R2 dado por T(x,y,z) = (x + z,x — z,y) € um

automorfismo. Determinar 71,

Solugdo: Para achar o ndcleo de T devemos resolver o sistema

.r x+z=0
{ x—z=0
L y=0

cuja Unica solucéo € (0,0,0). Logo, ker(T) = {(0,0,0)} e T éinjetora. devido ao corolario do teorema
do nucleo e da imagem podemos afirmar que T é um automorfismo. Supondo T~ 1(x, y, z) = (a, b, c),
entdo (x,y,z) = T(a,b,c) = (a+c,a— c, b). Logo,

.{ at+c=x
{ a—c=y
L r=0
Xty X—y :
do que resulta que a = T,b:zec: — Logo:
T (xy 2)= (X+y, ,X_y) =—(x+y,2z,x—y).
2 2 2

Exemplo 3.26. Mostrar que T : R® — R* dada por T(x,y,z) = (x,x — y,y — z, z) € injetora mas ndo é

isomorfismo de R3 em R*.
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Solucdo: Primeiramente mostremos que T € linear. Sejam u = (x1,y1,21) € v = (x2, ¥2, 22) Vvetores
de R3.

(NT(u+v) = Thatxnty z+z)

= (at+xxxt+xe—(1+y)(1+y2)— (2 +2) (2 +2))

= (atxxa—yitx—y,y1—z+y—22z+2)

= (axa—yuyi—z,z)+ 00,0 =y, 2 —2,2) = T(u) + T(v).
(iNT(cu) = T(axy,ay, az)

= (ax,ax1 —ayr, ayr — @z, az)

= a(x,xi—y.,y1—21,21)

= aT(u)

Por outro lado, o sistema

[
o o o

:‘
1
{

s6 admite a solucdo trivial. Logo, ker(T) = {(0,0,0,0)} e T é injetora, mas néo é sobrejetora, pois,
dim(Im(T)) = dim(R3®) — dim(ker(T)) = 3. Segue que Im(T) # R*.

X
-y
=z

z

=0

3.4.10 Aplicacoes Lineares e Matrizes

Veremos nesta secdo que, em certo sentido, o estudo das transformacdes lineares pode ser reduzido
ao estudo das matrizes. Ja vimos em exemplos anteriores que a toda matriz m x n esta associada uma
transformacéo linear T : R” — R". Vamos formalizar este resultado para espacos vetoriais V e W e
também estabelecer o seu reciproco, isto €, veremos que uma vez fixadas as bases, a toda transformacao
linear T : V — W estara associada uma Unica matriz.

Inicialmente veremos como, dados dois espacos vetoriais V e W com bases 8 e §' e uma matriz A,
podemos obter uma transformacao linear.

. . . 2 0
Exemplo 3.27. Encontre a transformacéo linear associada a matriz A = { 0 1 } e que depende das

bases 4 = {(1,0), (0,1)} e &/ = {(1,1),(0,1)}.

Solucdo: Queremos associar a esta matriz A uma aplicagéo linear que depende de A e das bases
dadas g e @, isto &,
Ta:R2 — R?
v —  Ta(v).

Considere v = (x,y). Seja X = [v]z = { x } )
y

2 0 X 2x
AX—{O 1}-{y}—{y}—[h(vna/

Entdo, Ta(v) = 2x(1,1)+y(—1,1) = (2x—y, 2x+y). Por exemplo, se v = (2,1), entdo Ta(2,1) = (3, 5).
Note que se tivéssemos partido de g = ' = {(1,0), (0, 1)}, teriamos obtido Ta(v) = (2x,y) = Av.
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e i N ) A
Nota 26. De modo geral, fixadas as bases 3 = {wv,...,v,} € 5/ = {w1, ..., w,}, & matriz
a1l ... din -|
A=| s
dmi  --- Admn mxn

podemos associar
Rm

l

Ta:R”

X1

Seja X = [v]s = { : J

[an o] [x] [n]

A Y

Entdo, Ta(v) = yiwi + ...+ ymwm, Onde y; = A; - X e A; é a i-ésima linha de A.

Em geral, dada a matriz A,,«,, €la € encarada como uma aplicacéo linear T4 : R" — R™ em relacao as
bases canbnicas de R" e R™.

1 -3

2 4
Encontremos a expressao desta transformacéo linear.

Exemplo 3.28. A= { _51 } ,B=1{(1,0),(0,1)} e 8 ={(1,0,0),(0,0,1),(0,0,1)}, Ta: R3 — R2,

X
Seja X = [yJ

z

X
1 -3 5 { -| x —3y +5z o
Sy | = . Entéo,
2x +4y — z
z

Ta(x,y,z) =(x =3y +52)(1,0) + 2x + 4y — 2)(0,1) = (x =3y + 5z,2x + 4y — 2)

Agora iremos encontrar a matriz associada a uma transformacéo linear. Seja 7 : V — V linear,
B={vi,va,...,v,} basede Ve b ={wy,wy, ..., w,} base de W. Entdo, T(v1),..., T(v,) sdo vetores de
W e, portanto,

T(vi) = auwi+...+ amWn

appwy + ...+ amwn

\'

—~
S

~—
I

T(vn) = aigwi+...+ amnWn
A transposta da matriz de coeficientes deste sistema, denotada por [T]g, € chamada matriz de T em
relacdo as bases 3 e 3.
al ... 4
[TIe =] ¢ . & |=A
al ... an

Observe que T passa a ser a aplicacao linear associada a matriz A e bases 5 e 3/, isto é T = T.
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Exemplo 3.29. Seja T : R® — R2?tal que T(x,y,z) = (2x +y — z,3x — 2y + 4z) e as bases 3 =
{(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0} e & = {(1,3), (1, 4)}. Encontre [T]},.

Solucéo: Calculando T nos elementos da base § temos:

T(1,1,1) = (2,5)=3(1,3)—1(1,4)
T(1,1,0) = (3,1)=11(1,3)—8(1,4)
T(1,0,0) = (2,3)=5(1,3)—3(1,4)

Entéo,

3 11 5
[T]ﬁ’:{q -8 —3}

Observe que se fixarmos outras bases g e 5/, teremos uma outra matriz para a transformagéo T.

Exemplo 3.30. Seja T a transformagcao linear do exemplo acima e sejam 3 = {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)}
e ' ={(1,0),(0,1)}. Calcule [T]}..

Solucéo:
T(1,0,0) =(2,3) =2(1,0)+3(0,1)
T(0,1,0)=(1,—-2)=1(1,0) —2(0,1)
7(0,0,1)=(-1,4)=-1(1,0) + (0,1)
Entéo,

2> 1 -1
[T]B’:{z—z 4}

Nota 27. Usa-se denotar simplesmente por [T] & matriz de uma transformacéo linear T : R™ — R"
em relacdo as suas bases candnicas. Assim, neste exemplo [T]g, = [T]. Também é comum usar-se
a notagdo simplificada: Tv = T(v).

Exemplo 3.31. Seja T : V — V, a transformacao identidade, 6 = {vi,...,v,} € 3 = {v{,...,v,} bases
de V. Determine [T]g,.

Tvi = v = anvi+...+amv,
Solucdo: Como
Tve = Vo = aipV]+...+anVv,
a1 ... din

[T]s = { | =15

dpnl ... @ann

a matriz mudanca de base.

Exemplo 3.32. Dadas as bases 8 = {(1,1),(0,1)} de R? e 3 = {(0,3,0),(-1,0,0),(0,1,1)} de R3,
encontre a transformacéo linear T : R> — R3 cuja matriz é

[ o2
=1

84




Solucéo: Por definicdo, temos que:

T(1,1) = 0(0,3,0)—1(=1,0,0)—1(0,1,1) = (1, -1, —1)
T(1,1) = 2(0,3,0)+0(—1,0,0)+3(0,1,1) = (0,9,3)

Devemos encontrar agora T (x, y). Para isto, escrevemos (x, y) em relagdo a base 3 :
(x,y) = x(1,1) + (y = x)(0,1)
Aplicando T e usando a linearidade, temos:

T(x,y) = xT(1,1)+(y—x)T(0,1)
= x(1,-1,-1)+(y — x)(0,9,3)
= (x,9y — 10x, 3y — 4x)

O préximo resultado da o significado da matriz de uma transformacao linear.

3.21 Teorema. Sejam V e W espacos vetoriais, a base de V', Gbasede W e T : V — W uma aplicacéo
linear. Entéo, para todo v € V temos:

[T(Vs = [T]5 - [V]a-

Suprimiremos a demonstracéo acima e exibiremos exercicios resolvidos sobre 0 assunto em questéao.

Exemplo 3.33. Seja a transformac&o linear T : R> — R3? dada por

I

Tlg=1] 0 1|
2 3

em que, o = {(1,0),(0,1)} é a base do R?, 8 = {(1,0,1),(-2,0,1),(0,1,0)} é a base do R3. Qual é a
imagem do vetor v = (2, —3) pela aplicagdo T?

Solucdo: Queremos saber qual é a imagem do vetor v = (2, —3) pela aplicacdo T. Para isto,
2 .
achamos as coordenadas do vetor v em relagdo a base «a, obtendo [v], = { 2 } A seguir, de

acordo com o teorema 3.21, temos

[TV =TI [vla=| 0 =| -3,
IR L
ou seja,
T(v) = 5(1,0,1)—3(—2,0,1)—13(0,1,0)
(11,-13,2)

Exemplo 3.34. Sendo o« = {(2,1),(1,0)} e 3, a base candnica de M,(R) determine a transformagéao

0

[ 22

. 2 1

linear T : R> — My(R) tal que [T]§ = { A ‘ .
-3 0
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Solugéo: T(2:1)—a1[(1) 2}4-@2{0 1}—{—043[0 0}—{—044{0 (1)}:>T(2,1)_{a1 az}

1 0 0 a3 Oy
1 0 0 1 0 0 0 0 a5 Qg
T(1,0) = as - + g - + a7 - + ag - = T(1,0)=
R b e b b EA R R R ]
(42
2 1
Dofatode[T]g:{3 1‘temosqueal:4,a2:2,a3:3,a4:—3,a5:2,a6:1,a7:1e
3 0

ag — 0.
Escrevamos um vetor genérico do R? como combinac&o linear da base «.

(X,y) = 061(2, 1) =F 062(1, 0).

2 = .
Segue que { a2 Portanto, (x,y) = y(2,1) + x — 2y(1, 0). Assim,
ar =Yy
4 2 2 1
T(x, = +(x =2
(x.y) 433} (x y){lo}
B 4y 2y 2x —4y x—2y
B 3y 3y X —2y 0
2 2x 4 2x — 4 —2
T(x,y) = y +2x 4y +x T X yoox Y
3y 3y X+y 3y

Exemplo 3.35. Sendo o = {(2,1),(1 , 3 a base canonica de M»>(R) e T : R? — My(R) a transfor-

={(2
{ 4
~ . A 2
magdo linear é tal que [T]3 = l 3
3

2
1
calcule:
1
ol
@ [T(21)]s (b) T(2,1) (c) [T(1,0)]s (d) T(1,0) € [T(5.3)]s

Solugdo: (a) [T(2,1)]g. Temos que T(2,1) = g - { (1)

{ 00 } = T2, 1) = { a2 } Portanto, [T(2,1)]5 =
0 1 a3 Qg

————1 © O

Solugéo: (b) T(2,1). Pelo que foi visto acima, segue que T(2,1) = { : 2 }
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Solugdo:  (c) [T(1,0)]s

10 01 00 00 as  ag
T(1,0) = as - + a - + a7 - +ag - = T(1,0) = .
R R Rl P R F T PR R L R ey

Portanto 7(1,0)]s =

. 2 1
Solucdo: (d) 7(1,0). De modo anéalogo ao item anterior, temos T(1,0) = { 6 }

Solugdo: (e) [T(5,3)]s
Primeiramente encontremos o vetor v = (5, 3) na base §, ou seja, [(5, 3)]3.
(5,3) = 1(2,1) + a2(1,0).

Portanto, a; = 3 € ap; = —1. Usando o teorema 3.21, temos que

[4

meab=| 51| 3=
3 0 9

3.5 Autovalores e Autovetores

Toda transformacéo linear possui uma matriz associada, fixando as bases. Assim, sera que ndo existe
uma forma mais simplificada de representar tal matriz?

Dada uma transformacao linear de um espago vetorial T : V — V, estamos interessados em saber
guais vetores sdo levados em um miltiplo de si mesmo; isto é, procuramos um vetor v € V e um escalar
A € R tais que T(v) = Av. Neste caso T(v) serd um vetor de mesma “direcdo” que v. Por vetores de
mesma “direcdo” entenderemos vetores sobre a mesma reta suporte.

Como v = 0 satisfaz a equacédo T(v) = Av, para todo )\, iremos determinar vetores v # 0, tais que
T(v) = Av. O escalar A ser4 chamado autovalor ou valor caracteristico de T e o vetor v um autovetor ou
vetor caracteristico de 7. Formalizemos este conceito. Lembre-se de que a designacédo usual de operador
linear é atribuida a uma transformacéo linear de um espaco nele mesmo.

3.22 Definicdo. Seja T : V — V um operador linear. Se existem v € V, v # 0, e A € R tais que
T(v) = Av, XA é um autovalor de T e v & um autovetor de T associado a \.

Observe que X pode ser o nimero 0, embora v ndo possa ser o vetor nulo. Daremos a seguir exemplos
de como calcular autovalores e autovetores, usando esta definicdo.

Exemplo 3.36. Determine os autovalores e os autovetores associados a transformacdo T : R? — R? tal
que T(x,y) = (2x,2y).
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Solucéo:
2 0

T(x,y)= { 3 %

} { X | '
y ]
Observe que T(x, y) = 2(x, y) . Na forma matricial temos
y 2y | y
Neste caso, 2 € um autovalor de T e qualquer (x,y) # (0,0) € um autovetor de T associado ao
autovalor 2. Observe geometricamente:

2 0
0 2

X

y

y

( )

Nota 28. De um modo geral, toda transformacao

T : R?

v

- R?

— av,a#0

tem o« como autovalor e

qualquer (x,y) # (0,0) como autovetor correspondente. Observe que T(v) é sempre um vetor de
mesma dire¢do que v. Ainda mais, se:

1. a <0, T inverte o sentido do vetor; 3. |a| < 1, T contrai o vetor;

2. |a| > 1, T dilata o vetor; 4. |o| =1, T é aidentidade.

.

Exemplo 3.37. Considere a matriz A = { 2

2 : .
} . Determine os autovalores e os autovetores associados
a transformagéo Ta(x, y).

2 2 2x + 2y

=le 2l )=

2y, y). Para procurar os autovalores e autovetores de T4, devemos resolver a equacao Ta(v) = Av

=)=

2x + 2y = Ax

y=X
Consideremos os casos quando (i)y # 0 e (ii)y = 0.

2 2
Solucdo: Se A = { 5 },entéoA- { } e Talx,y) = (2x +

ou

{ 2x + 2y
y

Assim, temos o sistema de equacdes {

1 .
(i) Se y # 0, entdo da segunda equacdo A = 1. Logo, 2x+2y = xe y = —5X: Obtemos, assim, para

. 1
0 autovalor A = 1, os autovetores do tipo (x, _EX)'

(i) Se y = 0, x deve ser diferente de 0, pois, sendo, o autovalor (x,y) seria nulo, o que nédo
pode acontecer pela definicdo de autovalor. Da primeira equacao, 2x + 0 = Ax ou A = 2. Portanto,
outro autovalor é 2 e qualquer vetor ndo nulo (x,0) € um autovetor correspondente. Entéo, todos os
vetores sobre o0 eixo-x s&o levados em vetores de mesma diregdo: T(x,0) = (2x,0) ou T(v) = 2v.

Temos, assim, para esta transformacéo T, autovetores (x, —5X ). x #+ 0, associados ao autovalor 1

e autovetores (x, 0), x # 0, associados ao autovalor 2. Todos o0s outros vetores do plano séo levados
por T em vetores de dire¢cBes diferentes.
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3.23 Teorema. Dada uma transformacédo T : V — V e um vetor v associado a um autovalor \, qualquer
vetor w = av(a # 0), ou seja, multiplo de v, também é autovetor de T associado a \.

Prova: T(w)= T(av)=aT(v)=ca(Av)= Aav) O

3.24 Definicdo. Seja A um autovalor de um operador T : V — V. Entdo, o conjunto V\, = {v € V :
T(v) = Av} é um subespaco vetorial de V associado ao autovalor A. Além disso, a imagem T(V,) do
subespaco V), esta contida em V), isto €, V) é invariante sob T. O subespaco V) é chamado autoespaco
de T associado a A e é formado por autovetores associados a A e pelo vetor nulo.

Recordando os exemplos 3.36 e 3.37 temos 0s seguintes autoespacos, respectivamente:
1
Vaiez = R2 Vo = {(x.y) € R?/y = —3x)} € Vo = {(x,y) € R?/y = 0}.

Exemplo 3.38. Seja A um autovalor de um operador T : V — V. Seja V) 0 conjunto de todos os
autovetores de T associados ao autovalor A (chamado autoespaco de \). Mostre que V) € um subespaco
de V.

Solucdo: Suponha que v,w € V;isto é, T(v) = Av e T(w) = Aw. Entdo, para quaisquer escalares
o, €K,
T(av + fw) =aT(v) + 8T (w) = a(Aw) + 8(Aw) = M av + Bw).

Assim, av + Sw é um autovetor associado a ), isto €, av + Sw € V). Portanto, V\—, € um subespaco
de V.

3.5.1 Autovalores e Autovetores de uma Matriz

3.25 Definicdo. Dada uma matriz quadrada, A, de ordem n, entendemos por autovalor e autovetor de A,
0 autovalor e autovetor da transformacéo linear T, : R” — R", associada a matriz A em relacdo a base
candnica, isto &, Ta(v) = A- v (na forma coluna). Assim, um autovalor A € R de A, e um autovetor v € R",
séo solugdes da equagdo A- v = Av, v # 0.

Exemplo 3.39. Dada a matriz diagonal

a1l 0 0
0 ano 0
0 0 ann

e, emgeral, A-e; = a;;e;. Entéo, estes vetores da base candnica de R"” sdo autovalores para A, e o autovetor
e; € associado ao autovalor a;;. Veremos, a seguir, que dada uma transformacéo linear 7 : V — V e fixada
uma base 3, podemos reduzir o problema de encontrar autovalores e autovetores para T a determinacgéo
de autovalores para a matriz [T]g.
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3.5.2 Polindmio Caracteristico

Observamos, nos exemplos anteriores, que se nos basearmos nas definicdes de autovalor e autovetor
para efetuar os calculos que determinam seus valores, estaremos adotando um processo complexo e
trabalhoso. Por isto, desejamos procurar um método pratico para encontrar autovalores e autovetores de
uma matriz A de ordem n. Faremos, a seguir, um exemplo para 0 caso em que n = 2, e em seguida
generalizaremos para n qualquer.

. 5 -1
Exemplo 3.40. Seja A = { 5 3 } .

Procuramos vetores v € R? e escalares A € R (corpo) tais que A-v = )\ - v. Observe que se / for a
matriz identidade de ordem 2, entdo a equagdo acima pode ser escrita na forma A - v = (Al)v, ou ainda,
(A= X)v=0.

Escrevendo, explicitamente,
5 —1] [Ax of[x]_Jo
2 3 0o x||y] |oO

Temos, entdo, a equacao matricial
5—-A -1 x| |0
2 3-X||y| |oO

Se escrevermos explicitamente o sistema de equacdes lineares equivalente a esta equacéo matricial, ire-
mos obter um sistema homogéneo com duas equacdes e duas incégnitas.

BG-Ax—y=0
{ 2x+(3=A)y=0

Se o determinante da matriz dos coeficientes for diferente de zero, sabemos que este sistema tem uma
Unica solugdo, que é a solugdo trivial nula, ou seja, x = y = 0. Portanto neste caso temos que v = (x, y) =
(0,0). Mas estamos interessados em calcular os autovalores de A, isto é, pela definicdo vetores v # 0, tais
que (A — Al)v = 0. Neste caso det(A — \/) deve ser zero, ou seja,

det - 1 =0

-2 3-2
BG-NB-N+2 =0
A —8A+7T =0

Vemos que det(A—M\/) é um polindmio em A. Este é chamado o polindmio caracteristico de A. Prosseguindo
com a resolucao, temos
A=1D(A-T7)=0.

Logo, A = 1 ou A = 7 séo raizes do polinbmio caracteristico de A, e portanto os autovalores da matriz A
séo 1 e 7. Conhecendo os autovalores podemos encontrar os autovetores correspondentes. Resolvendo a
equagdo Av = \v, para 0s casos:

DA=1
[ 4 1 X X N 4x +y _ | X N 4x+y=x Cx— 2y
| -2 2 y y —2x + 2y y —2x+2y =y

Os autovetores associados a A = 1 séo (—2y, y), ou seja, pertencem ao subespaco [(—2, 1)].

=1
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-2 1 x| _ 7 X N —2x+y _
-2 —4 y y —2x — 4y
. . . 1 .
Os autovetores associados associados a A = 7 sdo do tipo (1—(1)y,y>, ou seja pertencem ao sube-

s (2]

O que fizemos neste exemplo com a matriz A de ordem 2 x 2 pode ser generalizado. Seja A uma matriz
de ordem n. Quais sdo os autovalores e autovetores correspondentes a A?

Tx —2x+y=7x 10
= =x=
Ty —2x —4y =Ty 11

S&o exatamente aqueles que satisfazem a equagéo Av = Av ou Av = (Al)v ou (A — Al)v = 0. Es-
crevendo esta Ultima equagédo explicitamente, temos

a1l — A di2 . din X1 -| 0
ani dop — AL azn X2 0
anl an B Xn 0

Chamemos de B a matriz dos coeficientes (primeira matriz). Entdo, B - v = 0. Se det B = 0, sabemos
que o posto da matriz B é n e portanto o sistema de equacdes lineares homogéneo indicado acima tem
Unica solugdo. Como o sistema é homogéneo , entdo a Unica solucao € atrivialnula, x; = xx = ... = x, =0
(ou v = 0). Mas, sabemos que a definicdo de autovetor exclui v = 0, assim, impondo a condig&o v # 0,
o sistema homogéneo (A — A/)v = 0 tem solucdo (néo trivial) se, e somente se, a matriz B = A— Al é
nao inversivel, o que significa que B = A — Al n&o é linha equivalente a identidade ou det B = 0, ou seja,
det(A— X)) =0.

Observamos que

IV a1l — A di12 e din -‘
ani dgo — /\ e dop
P(\) = det(A — Al) = det
anl an2 Ce. dnn — /\

€ um polindmio em A de grau n. P(\) é chamado polindmio caracteristico da matriz A.

Nota 29. A é um autovalor de A se e somente se, A € uma raiz do polindmio caracteristico de A, isto
é P(\) =0.

O numero de raizes do polindmio caracteristico € no maximo n, grau do polinbmio e depende do corpo
K. Vejamos um exemplo enfocando este fato.

. 0 -1 A -
Exemplo 3.41. Seja A= { . 0 } , calcule seu polinbmio caracteristico e autovalores.

Al
Solucdo: P(A) = det(Al — A) = det { 1o } =X +1

Portanto, se K = R ou K C R a matriz A ndo possui autovalores. Porém se K = C, a matriz A possui
dois autovalores, A =je A = —/.

3.26 Proposicdo. Se V é um espaco vetorial complexo de dimenséo n entdo um operador 7 : V — V
tem n autovetores (distintos ou n&o).
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3.5.3 Matrizes Semelhantes

3.27 Definicdo. Duas matrizes A, B € M, (K), ou seja, matrizes quadradas sdo semelhantes se existe
uma matriz inversivel P € M,y ,(K) tal que B = P~1AP.

3.28 Teorema. Duas matrizes A e B sdo semelhantes se, e somente se, possuem o mesmo determinante.

Prova:
det(B) = det(P~1AP)
= det(P71) - det(A) - det(P)
1

= det(P) - det(A) - det(P)

= det(A)

3.29 Lema. Matrizes semelhantes tém os mesmos autovalores.

Prova: Sejam Ae B = P~ AP matrizes semelhantes.

Ps(\) = det(M — B) = det(\l — P~AP)

det(AP~1P — P~1AP) = det(\P~1/P — P~1AP)
det(P~IAIP — P~LAP) = det(P~ (Al — A)P

— detP1-det(\ — A) - det P = det(\ — A)

= Pa())

Os polinbmios caracteristicos de B e de A sdo iguais. Logo, os autovalores (raizes do polinémio
caracteristico) sdo os mesmos. ]

3.5.4 Matrizes Diagonalizaveis

Uma matriz A é diagonalizavel (sob semelhanca) se existe uma matriz ndo-singular P tal que D =
P~1AP & uma matriz diagonal, isto &, se A é semelhante a uma matriz diagonal D.

3.30 Teorema. Uma matriz quadrada A de ordem n é semelhante a uma matriz diagonal D se, e somente
se, A tem n autovetores linearmente independentes. Em tal caso, os elementos diagonais de D s&o os
autovalores correspondentes e D = P~1AP, onde P é a matriz cujas colunas s&o os autovetores.

Suponhamos que uma matriz A possa ser diagonalizada, ou seja, tenha a forma diagonal, P~1AP = D,
onde D ¢é diagonal. Ent&o, A admite a fatorac&o diagonal, extremamente util, A= PDP~L,

Utilizando-se esta fatoragdo, a algebra de A reduz-se a algebra da matriz diagonal D, que pode ser
facilmente calculada. Especificamente, seja D = diag (ki, ko, ..., k,). Entao,

A" = ((PDP)™")" = PD™P~* = P diag(k{", k3", ..., ki')P~!
e, mais geralmente, para qualquer polindmio f(x),
f(A) = f(PDP™Y) = PD™P~! = Pf(D)P~! = Pdiag(f(ki)...., (f(k,))P~ .

Além disso, se os elementos diagonais de D sdo nao-negativos, entdo a matriz seguinte B € uma “raiz
guadrada” de A:

B = Pdiag(\/ki,...,\/k)P},
isto é, B2 = A.
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. . 1 2 . . .
Exemplo 3.42. Consideremos a matriz A = { 3 o } onde esta matriz tem dois autovetores linearmente

L]
o -l

Como era de se esperar, 0s elementos diagonais 4 e —1 da matriz diagonal B sao os autovalores corre-
spondentes aos autovetores dados. Em particular, A admite a fatoracéo

4 0
0 -1
Consequentemente,

2 ppipi_ |2 1][256 0
3 -1 01

independentes { i } e { 1 } Facamos P = { 1

3 2

, e, assim, P71 = {

allw Gl
a1

Entdo, A é semelhante a matriz diagonal

B=P AP = {

1
5
2
5

QW Ol

2 1

A=PDP! =
3 -1

alw Ol
GIN Ol
| IS

[ 103 102
| 153 154

=[5 ]

4 Nota 30. Utilizamos o fato de que a inversa da matriz )

-2

d b
) { det(P)  det(P) ]
Pl = B

alw Ol
(SRS I

Além disso, se f(x) = x> — 7x% 4+ 9x — 2, entdo

- 2 1][14 o0
f(A)_Pf(D)Pl_{?’ _1H 0 —19H

QW Ol
QIUN Ol

é a matriz

Cc a
L det(P) det(P) J
isto €, P~ se obtém permutando-se os elementos diagonais a e d de P, tomando os negativos dos
\elementos nao-diagonais b e c, e dividindo cada elemento pelo determinante, det(P).

Até o momento definimos polindmio caracteristico de uma matriz. Desejamos agora estender este
conceito para qualquer transformacéo linear 7 : V — V.

De modo geral, se T : V — V & um operador linear e 3 € uma base de V, entdo, para se determinar
um valor X tal que exista v # 0 de forma que T(v) = Av, ou entdo, [T(v)]g = [Av]s devemos verificar se a
equacao matricial [[T]g - )\l] [v]g = 0 0 que pode ser visualizado através das seguintes equivaléncias:

Tv=J\v < (TI5Vls = Alvls
e [[T5-Mvs = 0
& det[[T]j-N] = 0

Observamos que a Ultima condicéo é dada por P(A) = 0 onde P(\) é o polindmio caracteristico [T]g.
Neste caso P()\) também serd chamado polindmio caracteristico da transformagéo T e suas raizes seréo
os autovalores de T. O fator fundamental nesta definicdo € a sua ndo dependéncia da base 3 escolhida.
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Exemplo 3.43. Encontre os autovalores e autovetores de T : R?> — R2 dada por T(x,y) = (—3x +
4y, —x + 2y).

Solugdo: Observemos que se « é a base canénica de R?,

mz—{j’ ‘2‘}

e, portanto, podemos dar o polinémio caracteristico de T como P(\) = det([T]¢ — A\/). Segue que:
PA)=(-3-X)Q2-AN+4=-6+3A—-22+X2+4=X2+21-2=(1+2)-(A-1).

Assim, P(A\) =0< (A+2)(A—1) =0« X =1, ou seja, A = —2. Entdo, os autovalores do operador
T séo 1 e —2. Vejamos, agora, os autovalores associados.

o Para A =1, temos:
-3 4 —3x+4 —4x+4y =0
= 1- X = Xy —| = Xy =>X=Yy
-1 2 y y —X + 2y y —x+y=0
Portanto os autovalores associados a A = 1 sdo os vetores v = (x, x), x # 0.

o Para A = —2, temos:
-3 4 x| Y X N —3x + 4y _ —2x
-1 2 y y —X + 2y —2y

Os autovetores correspondentes ao autovalor A = —2 séo da forma v = (4y, y), y # 0, ou equivalen-

temente v = (x, 1x).

= x =4y

—x+4y =0
=
—x+4y =0

As retas acima sado “invariantes” em relacéo a esta aplicacao.

3.31 Definicdo. Chamamos multiplicidade algébrica de um autovalor a quantidade de vezes que o auto-
valor aparece como raiz do polindmio caracteristico.

[30—4] [3—/\ 0 —4 W

A={0 3 5|eA-MN=| 0 3-X 5
{00—1J { 0 0 —1—/\J

Exemplo 3.44.

Entdo, P(\) = det(A— M) = (3— A\)?(—1— ). Os autovalores associados a matriz Asdo \; =3 e X\, = —1.
O autovalor A\; = 3 tem multiplicidade algébrica igual a 2, ou ainda, 3 é uma raiz dupla do polindmio
caracteristico. J& A\, = —1 tem multiplicidade algébrica igual a 1.

3.32 Definicdo. Chamamos multiplicidade geométrica de um autovalor A a dimensé&o do autoespaco V),
de autovetores associados a A.

Exemplo 3.45. No exemplo 3.44 acima desenvolvendo as equagfes matriciais encontramos para o
autovalor \; = 3 vetores do tipo v = (x, y,0). Note que

{(x.y.0) € R3 x,y € R} = {x(1,0,0) + y(0,1,0); x,y € R} = [(1,0,0), (0,1,0)]

e, portanto, a dimenséo deste subespago associado ao autovalor A; = 3 € 2. E para o autovalor \; = —1
vetores do tipo v = (z, —2z,z);z # 0. Vejamos que {(z,—3z,z) € R}z e R*} = {(1,-2,1);z e R*} =
[(1,—2,1)] e, portanto, a dimens&o deste subespaco associado ao autovalor A, = —1 € 1.

Exemplo 3.46. Determine caso existam, os autovalores do operador linear T 0s autovetores associados
sﬁﬁre o corpo K = R e uma base para cada autoespaco:
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—-16 10 .
(@ T:C?— C?talque [T]2 = { — onde « é a base candnica;

O T:R =R T(x,y,z2)=Bx—y+2z, —x+5y—z,x—y+32z).

16—\ 10
—16 8— A\
é, (=16 — \)(8 — \) + 160 = 0 == A2 + 8\ + 32 = 0. As raizes dessa equagdo sdo: \; = —4 +4i e
X2 = —4 — 4j. As raizes A1, \» ¢ R. Logo, T ndo possui autovalores nem autovetores associados.

Solugéo: (a) O polinémio caracteristico do operador T é: det(T — \/) = ‘ =0, isto

Solucdo: (b) A equacéo caracteristica do operador T é

3 -1 1
det(A—A)=| -1 5 —1|=0
1 -1 3

e assim A3 — 11)2 4 36\ — 36 = 0.

As solucdes inteiras, caso existam, sé@o divisoras do termo independente —36. Com as devidas sub-
stituicbes na equacao acima, constata-se que A = 2 é uma delas. Consequentemente, A — 2 é um
fator do polindmio caracteristico A3 — 11)\2 + 36\ — 36. Se dividirmos esse polindmio por A — 2, a
equacado podera ser apresentada como (A — 2)(A\% — 9\ + 18) = 0 e, portanto, as demais raizes s&o
solucbes da equacgio A2 — 9\ + 18 = 0. Logo, os valores proprios do operador T s80: A\; =2, \» = 3,
A3 = 6. O sistema homogéneo de equacdes lineares que permite a determinacéo dos autovetores é
(A— Xl)v = 0. Considerando v = [ X y z ]t o sistema fica:

[3—)\ -1 1-|[x-| {0]
-1 5-2\ -1 y|=1]0

| 2 = a2 Lol
Substituindo A por 2, obtém-se os autovetores associados a A\; = 2. Vejamos:
{ 1 -1 1][x] [01 [ x—y+z=0
1 3 -1|{y|=]0 @{ x4+3y—2z=0
{ 1 -1 IJ{ZJ [OJ L x—y+z=0

O sistema admite uma infinidade de solucdes préprias, tal que z = —x, y = 0. Assim, os vetores do

tipo vy = (x,0,—x) ou v; = x(1,0,—1), x # 0, so autovetores associados a \; = 2. Agora vamos
obter os autovetores associados a A\, = 3, substituindo A por 3.

[0 -1 1][x] [o] ( —y+2z=0
1 2 “1||yl|=1|o0 @{ x+2y—z=0
IR 4 B Y A R
O sistema admite uma infinidade de solu¢des proprias, tal que y = x, z = x. Assim, os vetores do

tipo v» = (x, x,x) ou v» = x(1,1,1), x # 0, s&o autovetores associados a A\, = 3.
Por fim, vamos obter os autovetores associados a A3 = 6, substituindo A por 6.

3 -1 1][x 0 [ 3x—y+z=0
1 -1 -1 |{y|=]0 @{ Xx—y—2z=0
{ 1 -1 —3J{ZJ lOJ L x—y—3z=0
O sistema admite uma infinidade de soluc®es proprias, tal que y = —2x, z = x. Assim, 0s vetores do
tipo v3 = (x, —2x, x) ou v3 = x(1, =2, 1), x # 0, s&o autovetores associados a A3 = 6.
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3.6 Diagonalizacao de Operadores

Seja T : V — V um operador linear. Estamos a procura de uma base 3 de V tal que [T]g seja uma
matriz diagonal, que neste caso é a forma mais simples possivel para uma matriz de uma transformacao.
Observemos, inicialmente, a seguinte propriedade de autovetores.

3.33 Teorema. Autovetores associados a autovalores distintos séo linearmente independentes.

Prova: Vamos pensar primeiramente no caso de duas dimens8es. Sejam \; e )\, autovalores tais
que A1 # X\ € v; € v, autovetores associados aos autovalores A\; e \;, respectivamente.

Seja ajvi + apv, = 0. Queremos mostrar que a; = a; = 0. Apliguemos a transformacao linear
T — X2/, aa1vi + aave = 0. Usando a linearidade de T e lembrando que T(v;) = \;v; e lv; = v; para
i = 1,2 temos que:

T—)\Q/(Oélvl—l—ongQ) =
T—)\zl(alvl)-i- T—)\QI(CYzVQ) =

21 (0)

aq T(Vl) — Aa1vi + o T(VQ) — doaovs =

T —
0
T(a1v1) — oaavi + aa T(va — Apapva = 0
0
a1 A1vi — daaivy + asdovo — danve, = 0
0

at(A1—X)-wvi =

observe que \; # X\, e v; # 0 por definicdo de autovetor. Assim, «; = 0.
Usando agora a transformacao T — \;/ a equacdo original a;v; + aav, = 0 temos que

041()\1 — )\1)V1 + 042(/\2 — )\1)V2 =0
az()\z—)\l) = 0=>a,=0
Assim, v; e v, sdo linearmente independentes.
Generalizando, se \j, \2,..., A, s@0 autovalores distintos e vq, v»,..., A,, respectivamente, entao
vi, V2, ..., v, S0 linearmente independentes.

Se ayvi + axvr + ... a,v, = 0 e usando as transformacdes lineares T — \;/ 1 < i < n mostramos que

ar=ar=...=a,=0. O

3.34 Corolario. Se V é um espaco vetorial de dimensdo ne T : V — V é um operador linear que possui
n autovalores distintos entdo V possui uma base cujos vetores sdo todos de T. Ou seja, se conseguirmos
encontrar tantos autovalores distintos quanto for a dimenséo do espaco, podemos garantir a existéncia de
uma base de autovetores.

Exemplo 3.47. Seja T : R? — R? dado por T(x,y) = (—=3x + 4y, —x + 2y). Sejam 3 = {(1,0),(0,1)}

. -3
base candnica de R?, [T]] = {

P(A)_det([r]g—A/)_detq:i’ ‘2‘}—“ gb_det<{_3__i 2_”).

Segue que

. Temos que

PA)=(-3-2)-2-A)+4=—-6+3A-22+ N +4=X1+)-2.

Se P(A\)=0entdo A2+ X —2=00u (\+2)(A—1)=0donde \; = —2, \, = 1. Calculando os autovalores
associados.
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o Para \; = —2 temos:

-3 4 x| | —2x N —3x+4y = —2x N —3x+2x+4y =0 N —x+4y =0
-1 2 y B —2y —X+2y = =2y —x+2y+2y=0 —x+4y =0

logo x = 4y e portanto os vetores associados sao do tipo (4y, y), y # 0.

o Para A\, = 1 temos:
—3x+4y =x N —4x+4y =0
—X+2y=y —x+y=0

logo os autovetores associados s&o do tipo (x, x).

Assim, pelo teorema anterior, os vetores: (4,1) e (1, 1) formam uma base para R?, pois, s&o L.I.

Sejay = {(4,1),(1,1)} vamos agora encontrar [T]J.

T(41) = —2(41) = —2(4,1)+0(1,1)
T(1,1) = 0(41) = —2(41)+1(1,1

Assim, [T]] = { -

0 1 } , € uma matriz diagonal. Logo, o operador T é diagonalizavel.

Nota 31. O fato de existir uma base de autovetores, significa diagonalizar a matriz do operador.

3.35 Definicdo. Seja T : V — V um operador linear. Dizemos que T é um operador diagonalizavel se
existe uma base de V cujos elementos séo autovalores de T.

Observemos que, sedimV =ne T : V — V tem n autovalores distintos entdo T é diagonalizavel pois
teremos n autovetores linearmente independentes.

Para verificar se um operador é diagonalizavel, podemos calcular seus autovalores e autovetores as-
sociados e tentar construir, quando possivel, uma base com os autovetores. Uma outra maneira veremos
posteriormente com o estudo do polinémio minimal.

Exemplo 3.48. Seja T : R — R3 a transformacéo linear cuja matriz em relacéo a base candnica o é

[3 -3 —4}

K EH |

Verifigue se [T]% é diagonalizavel.

Solugdo: Como P()\) = (3—A)?(—1— 1), os autovalores sdo \; = 3e X\, = —1. Associado a A\; = —3
encontramos apenas um autovetor L.I. Por exemplo, v = (1,0,0). Associado a A, = —1 temos o
autovetor L.I, u = (—1,2,16). Neste caso, temos apenas dois autovetores L.| para T e, portanto, ndo
existe uma base de R3 constituida s6 de autovetores. Isto significa que em nenhuma base a matriz
de T é uma matriz diagonal, ou seja, T ndo é diagonalizavel.

3.6.1 Polindbmio Minimal

Nos exemplos vistos até agora, dizer que a matriz de um operador linear é diagonalizavel significa
que existe uma base de autovetores que a diagonaliza. Porém encontrar tal base se torna um trabalho
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arduo quando nos referimos a espagos de dimens&o maiores que 2 ou 3 por exemplo. Assim, estaremos
interessados em encontrar uma forma de saber se tal matriz do operador é diagonalizavel ou ndo sem que
seja necessario encontrar a base de autovetores.
3.36 Definicdo. Seja p(x) = a,x" + ...+ aix + ap um polindmio e A uma matriz quadrada. Entéo, P(A) é
a matriz
p(A)=a, - A"+ ...+ a1A+ aol.

Quando p(A) = 0 dizemos que p(x) anula a matriz A.

Exemplo 3.49. Sejam p(x) = x> -9e A=

Lll } . Calcule p(A).

Solucao:

) | -1 4 -1 4 10} 100
p(A):A_gl_{ 2 1}{ 2 1}_9[0 1}_{0 o}

3.37 Definicdo. Seja A uma matriz quadrada. O polindmio minimal de A € um polinémio
m(x) = x¥ + ak,1Xk71 + ...+ ao

tal que

(i) m(A) = 0, isto é, m(x) anula a matriz A
(i) m(x) é o polindbmio de menor grau entre agueles que anulam A

3.38 Teorema. Sejam T : V — V um operador linear e « uma base qualquer de V de dimensé&o n. Entéo,
T é diagonalizavel se e somente se o polindbmio minimal de [T]% é da forma:

m(x)=(x—=A1) - (x=X2)...-(x=Apn),

com A1, Ao, ..., A, autovalores distintos.

Nota 32. O nosso problema de saber se um operador linear é diagonalizavel ou ndo se resume ao
de encontrar o polinémio minimal de T. Os resultados a seguir nos ajudaréo a encontrar o polinémio
minimal para cada operador linear.

3.39 Teorema. [Teorema de Cayley-Hamilton] Seja T : V — V um operador linear, 8 uma base de V e
p(x) o polinémio caracteristico de T. Ent&o, p([T]g) =0.

Exemplo 3.50. Seja T(x,y) = (—3x+4y, —x+2y)onde T : R? — R? e 3 = {(1,0), (0, 1)} base candnica
do R? assim
-3 4
T, =
=] 3

e o polinbmio caracteristico é:

p(\) = detqj’ ;}—{3 iD:det{j’_A ;_J:(—a—A)(z—A)jw
= —6+3A-22+ N2 +4=)22+)1-2
Logo,
sy _ |3 4] -3 4 -3 4] _[1 0] _[5 4 -3 4] [20
p([Tly) = {_1 2} {_1 2}+{_1 2} 2{0 1}_{—1 2 }Jr{—l 2} {0 2}

- 5 0]

98




3.40 Teorema. As raizes do polindmio minimal sdo as mesmas raizes(distintas) do polinémio caracteris-
tico.

Nota 33. Os resultados anteriores nos dizem que encontrar o polinémio minimal significa encontrar
o polinbmio caracteristico de menor grau que anula [T]g onde 3 € uma base qualquer de V.

3.41 Teorema. Sejam )i, ), ..., A, 0s autovalores distintos de um operador linear de T. Entdo, T sera
diagonalizavel se, e somente se, o polinémio

(x=A) - (x=X)-...-(x—=A)
anula a matrizde T.

Exemplo 3.51. Seja T : R* — R* um operador linear definido por T(x, y, z, t) = (3x—4z,3y+5z, —z, —t).
T é diagonalizavel?

Solucdo:  Seja 5 = {(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)} a base canbnica. Entdo, temos a

matriz
30 -4 0
03 5 0
TS =
(715 00 -1 0
00 0 -1

Seu polinémio caracteristico é p()\) = det([T]g - M) =(B-X2?2 (-1-))>
Os autovalores sdo \; = 3 e A, = —1, ambos com multiplicidade 2. Entdo, os candidatos para o
polinémio minimal sao:

pr(A) =B =22 (1= ps(A)=(B=N)? (-1-21)
p2(A)=(B=A)-(-1=A72  pa(A)=(B=X) (-1-2)
Assim, notamos que p4([T]g) = 0 e é, dentre as possibilidades, o de menor grau. Entéo,
pa(x) = (x = 3)(x +1)

€ o polindmio minimal. Portanto, T é diagonalizavel, isto &, existe uma base « de autovetores e nesta

base
[3 0 O 0 '|
o 0 3 0 0
[Tla =
0 0 -1 0
0 0 0 -1

3.6.2 Exercicios Propostos
3.1. Determine quais das seguintes funcdes séo aplicacdes lineares:

(@) f : R? — R? dada por f(x,y) = (x + y,x — y);
(b) g : R? — R dada por g(x, y) = xy;
(c) N : R — R dada por N(x) = |x|;

(d) k : P, — P53 dada por k(ax? + bx + ¢) = ax® + bx? + cx.
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3.2. Qual é a transformac3o linear T : R> — R3 tal que T(1,1) = (3,2,1) e T(0,—2) = (0,1,0)? Ache
também T(1,0) e T(0,1).

3.3. Encontre a transformacéo T do plano que é uma reflexdo em torno da reta x = y. Logo ap0s, escreva
sua forma matricial.

-1 -2 0
3.4. Seja A = [ 0 -1 1 J . Quais sdo os autovalores e autovetores de A de um espaco vetorial: (a)
1 00

Real; (b) Complexo.

. . . . 4 2
3.5. Apligue o algoritmo da diagonalizagéo a A = { 3 ) } e dé:
(a) o polindbmio caracteristico;
(b) os autovalores e autovetores correspondentes;
(c) a matriz diagonal.
16 -2 ]
3.6. Encontre o polindmio caracteristico p(x) da matriz A = [ -3 2 0 J .
0 3 —4

3.7. Seja A= { ; : } Determine:

(a) todos os autovalores de A e os correspondentes autovetores;

(b) f(A), onde f(t) = t* — 3t3 — 7t%> + 6t — 15.

3.8. Determine o polindmio minimo ma(x) e mg(x) das matrizes:

2 -1 1 A a0
@A={6 -3 4 ()B=] 0 A a|ondea##0
{3 —2 3J [OOAJ

» 3.7 Gabarito :

5x —
3.1 (a) é funcéo linear; (b) ndo é fung&o linear; (c) ndo é funcéo linear; (d) é fungéo linear. 3.2 T(x,y) = (3x, % x); T(1,0) = ©

1 0 .
o A=2vn = (25X —x)i=ivo=[(-1+)y.y, 1+ )y Ads = —iivs =[(-1—=i)y.y, (1= i)y]. 35(@) p(x) =(x=5)(x—2) ¢

T R o (] I

321 TO.1) = (02,0, 33 T(xy) = () [ x ] - [ 01 ] [ x ] 34@A = 2 v = (20x x) (b) "
2 2 y y

] 36p(x) =x>+x* —8x+62. 3.7(@) M\ =5wv =[(1,1)yle o

14 76
38 52

..................................................................................

A= -1, vy = [(—2,1)y]; (b) |: ] 3.8 (@) ma(x) = (x — 2)(x — 1) = x? — 3x + 2; (b) mp(x) = (x — A)°. "




FTC &

FACULDADE DE TECNOLOGIA E GIEN EDUCAGAD A DISTANCIA

tema
s »a n'#  Espacos com Produto Interno

Produto Interno

Apresentacao

Um dos conceitos fundamentais quando se estudam os vetores da geometria € o de “produto escalar”,
o qual é uma aplicagdo que a cada par de vetores (', V') associa um nimero real dado por

—
u

X

V =|7||V]-cos(h),
~ < A - - > —
em que 9 €o angulo formado por T e v Se em relagdo & base canbnica { i, j, k} temos U =
—
x1/ —|—X2j +X3k ev=yi —|—y2] +y3k entdo

T XV =xy1 +xy + Xy

Neste tema generalizaremos a definicdo de “produto escalar”, visando formalizar os conceitos de com-
primento de um vetor e de angulo entre dois vetores. Com isto, teremos processos para introduzir o
conceito de “distancia” em situacBes bem gerais, ou seja, para que se possa “medir’ num espaco vetorial,
da mesma forma pela qual se mede no plano ou no espaco.

4.1 Produto Interno

4.1 Definicdo. Seja V um espaco vetorial sobre R. Um produto interno sobre V é uma funcao que
associa a cada par de vetores (u, v) € V x V um ndmero real indicado por (u, v). Ou mais explicitamente,
Y u, v temos

(y:VxV — R

(wv) = (uv)
obedecendo aos seguintes axiomas:

1. (u+v,w) = (u,w)+ (v,w);

2. afu,v) = alu, v)

3. {u,v) ={v,u)

4. (u,u)y>0;(uuy=0u=0

Exemplo 4.1. Seja V =R? u= (x;,x), v = (y1,y2) € w = (z1, z). Verifique se
(u,v) = x1y1 + xy2

€ um produto interno.
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Solucédo: Temos que verificar se todos os 4 axiomas relativos a um produto interno estéo satisfeitos.

1.

(utv,w) = ((a+y,x+y)(z 2))
(xi+n)za+(e+yr) =z
= X1z1 + Y121 + X0z + Y22
(x1z1 + x222) + (V121 + y222)
(u, w) + (v, w)

((ax1, ax2), (y1, ¥2))
axiyr + axoys = a(x1y1 + xay0)
= au,v)

(aw, v)

(U, v) = x1y1 + xy2 = y1x1 + yaxo = (v, u).

(u,u) = x2 +x2>0.
Vejamos a possibilidade do produto interno ser igual a zero.
= (nu)=x+x2=0=x1=x = u=/(0,0).
<u=(0,0)& (uy,u)=0+02=0= (u,u) =0.
Exemplo 4.2. Verifique se a funcéo
():R" — R"
(31, xn) 1, oo ¥n)y — xayi+ -+ XaYa

€ um produto interno.

Solugdo: Sejam V =R", u=(x1,.... %), v=(y1,.-.,¥n) € w=(z1,...,2,). Entdo

1.

(u+v,w)y = (a+y1,--- X+ yn) (21,---,20))
xit+y)-za+0ety) z2+...+ 0ty 2
X121 + Y121 + X022 + Y222 + ... + XnZn + Ynzpn
= (azat+xzn+...+x02z0)+ 0rza+ oz + ..+ Yazn)

= (u,w)+(v,w)
2.
(au,v) = ((axq,...,axp), (y1,---,Yn))
= axyr+ ey +...+ axay, = alayr +xeye + ...+ Xayn)
alu, v)
&

(U, v) = xay1 +xay2 + .o+ XnYn = y1X1 + yaXo + . YnXn = (v, U)
4. Se u+#(0,0,...,0), entdo um dos x;, a0 menos, é ndo nulo. Logo,
(uu)y =x¢+x¢+ ... +x2>0.
Logo, este (, ) € um produto interno e é chamado de produto interno usual

Agora observe este contra-exemplo.
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Exemplo 4.3. Verifique se
fRZxR? — R
f((x %), (1, y2)) = Xy —3xy2
€ um produto interno.
Solucdo: Seja u=(0,1). Logo,
(u,u) ={(0,1),(0,1)) =0-3=-3<0.

Portanto, £ ndo é produto interno, uma vez que o axioma 4 falhou.

4.1.1 Propriedades
4.2 Proposicdo. Seja V um espaco vetorial sobre R com (, ).

i. (u,0)=0,YueV,
i. (u,av)=alu,v),YuveVeacR,;

i, (u,v+2z)={(uv)+{uw),VuvwelV,

iv. <i a;uj, i)\j\/j> = ZZQ;)\J-(u,-, Vi),V uj,vie VealeR.
i=1 j=1

i=1 j=1

Prova:
i. {u,0) = (u,0u) = (Ou, u) = 0{u, u) = 0;
i. (u,av) = {av, u) = alv, u) = a{u, v);

i, (u,v+w)=(v+w,u = (v,u)+ (w,u) = (uv)+ (u w),

n n
iv. (Z a;u;, Z A\jvj) = Z Z aiXi{uj, vi),Yu;, v; € V e a; X € R. Por exemplo para n = 2 temos:
i—1 =1 i—1 j—=1

(a1ur + coup, Aivy + A1 vo
(a1t + aoup, Avi{+arun + s, Aovs

)
)
(aur, Mvi) + (a2un, Arvi) + (aqur, Aave) + (aato, Ad2va)
al)\1<u1, V1> + az)\1<U2, V1> + 041)\2<U, V2> + az)\2<U2, V2>

4.2 Norma

4.3 Definicdo. Seja V um espaco vetorial com produto interno {,). Chama-se norma de v € V, em
relacdo ao produto interno (, ), ao nimero real ndo negativo ({v, v))? e indicaremos por ||v||, ou seja,

IVl = /v, v).

Exemplo 4.4. Seja V = R3 com produto interno usual. Calcule a norma de v = (1,0, 2).
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Soluggo: [|ul] = /((1,0,2),(1,0,2)) = VI + 0 + 22 = 5.

Exemplo 4.5. Seja V = Pi(R) com norma ||p(t)|| = +/(p / t))?dtep(t) =1+t

Calcule ||p(t)|]-

Solucao:

1 7

Nota 34. A norma de um vetor v depende do produto interno.

Exemplo 4.6. Considere V = R? e seja u = (1,1). Calcule ||u||, nos seguintes casos:

(a) V estd munido do produto interno usual;

(b) V esta munido do produto interno {(x1, x2), (y1, Y2)) = x1y1 + 4x2y».

Solugao:
@ [Jull = VIZ+ 12 = V2
®) lull = VIZE T4 12 = yI T4 = 5.

4.2.1 Propriedades
Sejam V um espago vetorial real com produto interno (, ). Entéo:

i |lav|] =la| - |v]|,V € VeaeR;

i. [[v|][>0e|lv]|=0s v=0.

e —
Nota 35. 1. Dizemos que um vetor v € V, v # 0 (vetor nulo) é unitario quando ||v|| = 1;

2. Ovetor — - v (v # 0) é unitéario. Com efeito,

1
VIl = 7= - vl = 1.

=l
TR I

Esse vetor é chamado versor de v e denotado por v°.

g

Exemplo 4.7. Determine o versor do vetor u = (1,1) € R? com produto interno usual. Verifique se u° é
unitario.

1 1 V2 V2
Solugdo: |jul|=vI+1=+v2.Logo, v° = —  -u=—-(1,1)= __>
ol = v V=72
E unitério, pois, ‘(%i ‘z %+%=\/T=1
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4.4 Proposicao. [Desigualdade de Cauchy-Schwarz] Seja V um espaco vetorial real com produto interno
(,). Entéo,
)| < full-[[v][,V u,v e V.

Prova:

1. Seu=00uv=0= (uv)=0e]|ul| =00u ||v|| = 0. Entdo a desigualdade reduz-sea0 < 0e
€, portanto, verdadeira.

2. Supondo que v # 0; |[u+av|]* > 0,Y o € R.

l|lu+ av||? (u+av,u+ av)
= (u,u+av)+{av,u+av)

(u, uy + (u, av) + {av, u) + {av, av)
(u, u) + a{u, v) + (v, u) + a?{v, v)
[lul|? + afu, v) + alv, u) + ?||v|[?
[lul[* + 2a(u, v) + ?||v[]?
= [[vIPa® +2(u, v)a + [ul?

Trata-se de uma equagdo do 2° grau em «, com o coeficiente a = ||v||?> > 0. Como ||v||?a? +
2(u, v)a + [|ul|> > 0 implica em A < 0 e, portanto,

(2(u, v))? = 4|lvI - Jlul? <

A((u, v))? = AlIvIZ - Jlul]? <0 (+4)

({u, )2 = (Iful[ - lIvI)? <
({u,v))? < (llull-[IvID?
(w2 < /el [IvI))?
)l < lfull-[IvIl]
)l < lull-{v]]

4.2.2 Angulos entre Dois Vetores

O célculo do angulo entre dois vetores é uma aplicacao da desigualdade de Cauchy-Schwarz.
Sejam u, v # 0. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

Wl
TelT-lv1

[, )| < full - [Iv]] =

Relembremos, agora, que se |x| < a= —a < x < a. Logo, voltando a aplicagdo em questéo, temos que

—1 < L S <
[ull - [|v]]

Logo, existe um Unico # € [0, 7] tal que

cos(f) = Mu vl <1,
[ull - {vI]
em que 6 é o angulo entre os vetores u e v.

Exemplo 4.8. Sejam V = R? com o produto interno usual {,), u = (1,2) e v = (0,2) € V. Determine o
angulo 6 entre os vetores u e v.
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Solugdo: (u,v) = {((1,2),(0,2)) =044 =4, ||u|| = VI12+ 22 = /5 e ||v|| = V02 + 22 = 2. Assim,

cos(e)z%:%:¥

(%)
e 6 = arccos =

4.5 Corolario (Desigualdade Triangular). Seja V um espago vetorial real com produto interno. Entao

lu+ vl <Tlull +lv][,Vu,veV.

Prova:

[|lu+ v (u+v,u+v)={(uu+vy+{v+u+v)
= () + (v, )+ (0, v) (V) = (1, 6) () + (v + (v, )

[l +2(u, v) + |IvI?

Como (u, v) <||u]| - ||v]|, entéo

ull? +2€u,v) VI < lull®+2- [[ul] - IvI] + v
lut vl < (llull+[IvID>
Extraindo-se a raiz quadrada, temos ||u + v|[> < ||u|| + ||v]]. O

4.3 Espacos Complexos com Produto Interno

Nesta seccao iremos considerar espacos vetoriais V' sobre o corpo complexo C. Recordemos impor-
tantes propriedades dos numeros complexos. Seja z € C, ou seja, z = a+ bi, em que a, b € R. Entéo

i. 0 conjugado de z € Z = a — bi;

i.z-z=a’>+b’e |z = /a2 + b2;

. a+tn=a1+mezm=215,2=2,Yzz,2 €C;

iv. z é real se, e somente se, z = z.

4.6 Definicdo. Seja V um espaco vetorial sobre C. Um produto interno sobre V é a fungédo

()y:VxV — C

(wv) = (uv)

satisfazendo as seguintes condicdes:

@) (u+v,w) = (v, w) + (v, w);

(0) a(u, v) = alu, v);

(¢) (u, v) = (v, u), chamada de propriedade simétrica conjugada ;
(d) (u,u) > 0; (u,u) =0 u=0.

O espaco vetorial V sobre C com produto interno é chamado de espaco hermitiano .
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4.3.1 Espaco Hermitiano com Produto Interno Usual

Sejam V =C? u=(z1,2), w= (w;,mn) € Ve

(y:C?>xC?> — C?
(v,v) = (uv)=((z1, 2), (w1, w2)) = 211 + W2
chamado produto interno usual.
Exemplo 4.9. Sejam V = C? com produto interno usual, u = (1 +1/,1)e v =(2,3+/) € V. Calcule (u, v)

e ||ul|

Solucao:

1L (uv)y=1+1)-24+2-B+i)=1+i)-2+1-(3—1)
=54

2. (uuy=1+i)-1+)+1-T=1Q+i)-1-N+1=1-2+1=3.
Portanto, neste caso, (u, u) = ||u|]> =3 = ||u|| = V3.
4.3.2 Propriedades
4.7 Proposicdo. Seja V um espaco vetorial hermitiano.

i. (u,av) =a(u,v);YuveVaeC

i. (u,v+w)={uv)+ (uw).

Prova:

i (u,av) = {av,u) = alv,u) =a- (v, u) =a(u,v).

ii. (v+w,u)=(v,u)+ (w,u) = (u,v) + (u, w).

4.4 Ortogonalidade

4.8 Definicdo. Seja V um espaco vetorial sobre um corpo K com produto interno (,). Dizemos que
u, v € V sdo ortogonais se, e somente se,
(u,v) =0.

Exemplo 4.10. Sejam V = C? com produto interno usual. Verifique se u = (1 +i,i)e v = (i,1 — i) séo
ortogonais.

Solucao:
(uv) = @+i)-i+i-(1-1)
= (Q+)(=N+i-(1+1)
= —i—-2+i+i?=0

Logo, u, v séo ortogonais.
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1
Exemplo 4.11. Sejam V = P,(R), (p, q) = / p(t)q(t)dt, p(t) =t e g(t) = t2. Calcule (p, q).
-1

1 1 t4 1
Solugdo: (p,q) :/ t-t2dt :/ P = =1 ==
1 1 4 4

O conceito de ortogonalidade depende do produto interno. Vejamos o préximo exemplo.

1
Exemplo 4.12. Sejam V = Py(R), {p,q) = / p(t)q(t)dt, p(t) = t e q(t) = t2. Verifique se p e q sdo
0

ortogonais.
Prova:
! ! th, 1
<qu>:/ t'tzdtZ/ tBdt = —|5 == #0.
0 _1 4 4
Logo, p e g ndo séo ortogonais com relacéo a esse produto interno. O

4.4.1 Propriedades

4.9 Proposicdo. Seja V um espago vetorial sobre K com produto interno (, ). Entdo

i. (0,v) =0,V v eV, (ovetor nulo é ortogonal a qualquer vetor v € V;

i. (v,u)=0,YueV,&v=0.

Prova:
i. (0,v)={0u,v)=0(u,v)=0;

ii. Como a propriedade é valida para todo v € V, consideremos v = v. Entéo (v,v) =0< v =0.

4.4.2 Conjunto Ortogonal

4.10 Definicdo. Sejam V um espaco vetorial sobre o corpo K com produto interno (,), S C V, S # 0.
Dizemos que S é um conjunto ortogonal se seus elementos sdo ortogonais dois a dois.

Exemplo 4.13. Verifigue,em cada caso, se o conjunto S é ortogonal.

(@) V = R2 com o produto interno usual e S = {(1,0), (0,1)};

(b) V = C3 com o produto interno usual e S = {(1, i,1), (2 1 3’) , 3o }

3" 73 3
104




FTO

FAGULDADE DE TECNOLOGIA £ CIENCH EDUCAGAD A DISTANGIA

Solucao:
(@) ((1,0),(0,1)) =0-1+1-0=0. Logo, S é ortogonal.

(b)

(,v) = 1-§i+i~<%—i>—|—1o<l.—é>
—g'+i(1+i)+1+i
3’ TI\3 3

i
= l——+-—+i2=1-1=
3+3—|—/ 0

Logo S é um conjunto ortogonal.

4.4.3 Conjunto Ortonormal

4.11 Definicdo. Trata-se de um conjunto ortogonal com a propriedade adicional de que ||v|| =1,V v € S,
ou seja, dado um conjunto S = {v, ..., v,}; S é ortonormal se

{ i) =0 i1

[lvill = 1,

As bases canénicas do R? e do R? , expressas, respectivamente, por B, = {(1,0),(0,1)} e B; =
{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} séo ortonormais.

Nota 36. Seja S = {w,...,v,} ortogonal e v; # 0,V i. Entdo S’ = { L Vi, ..., L -v,,} é

[l

ortonormal, ou seja, todos os vetores de S’ sdo unitarios e, portanto, ortonormais.

4.4.4 Base Ortogonal e Ortonormal

4.12 Definicdo. Seja B = {wv, ..., v,} uma base de um espaco vetorial V com produto interno. Dizemos
gue B é uma base ortogonal (ortonormal) se B € um conjunto ortogonal (ortonormal).

4.13 Proposicdo. Todo conjunto ortogonal de vetores ndo-nulos € linearmente independente.

Prova: Considere S = {v,..., vy}, v # 0 e a combinacéo linear a;v; + apxva + ... + a,v, = 0, entdo

{oavi + aovo + ...+ apvp,vi) = 0

ar(vi,vi) + ag{va,vi) + ...+ ap{vy,v1) = 0

Segue que ax(va, vi) = 0; a3{vs, vi) = 0; ayg{va, vi) =0, ..., an{vs, va) = 0, pOis, 0 conjunto é ortogonal;
restando a;(vq, v1) = 0.

O fato de ai{vi,v1) = 0 = ai||vi||> = 0 = a; = 0. Analogamente, a, = ... = «, = 0. Logo,
teremos todos os coeficientes nulos da combinacéo linear considerada. Portanto, S é linearmente
independente. O

4.14 Proposicdo. Sejam V um espago vetorial sobre um corpo K com produto interno (,) e u,v € V, v # 0.
Entéo, existe ag € K tal que (v — agv, v) = 0.
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Prova: Supondo que Jag € K, (v — apv, v) = 0= (u, v) — ap(v, v) = 0. Portanto,

(u,v)  {u,v)

Qg = =

(vov) — lvIP
em que «p € o coeficiente de Fourier do vetor u sobre v. O
4.4.5 Projecao Ortogonal
4.15 Definicdo. Seja V um espaco vetorial sobre K com produto interno (,) e {u1,...,u,} C V um
conjunto ortonormal. A projegao ortogonal de um vetor v € V sobre W = [w, ..., v,] € 0 vetor:

projy v = (v, u1yus + ... + (v, up) up.

Exemplo 4.14. Sejam V =R2, u = (2,1) e v = (1,0). Determine a projec&o ortogonal de u sobre v.

Solucao:
(u,v) 2-241-0 4
Qg = = = — = ]_
(v, v) 22402 4
ag-v=1-(2,0)=(2,0)=v.
proj,u =agv=1-v=v.
Nota 37. Se o conjunto {w, ..., v,} for ortogonal,
i (v,u) (v, up)
projy v = .t - Up.
W a2 lunl[2 "

Exemplo 4.15. Sejam W =[(1,1,0),(0,0,1)] c R® e v = (2,1, —1). Determine proj,, v.

Solugdo: Observe que ((1,1,0),(0,0,1)) = 0, ou seja, estes vetores sdo ortogonais. Assim,

: (v, ug) (v, u2)
projy vV = s Uy +
[loll? |2

s U2,

em que estamos denominando u; = (1,1,0) e u, = (0,0, 1).
(v,u1) ={(2,1,-1),(1,1,0)) =2+1=3
(v,up) =((2,1,-1),(0,0,1)) = -1
[|ua]]? = (u1, 1) = {(1,1,0),(1,1,0)) =1+ 1=2

l|ua|[2 = (2, u2) = ((0,0,1),(0,0,1)) =1

Portanto,
3 33
iwv==-(1,10)—1- H=(22,-1
proju v = 3+ (L1,0)~1:(0,0.1) = (5.5, -1)
4.16 Proposicdo. Seja S = {uy,...,u,} um conjunto ortonormal de um espago vetorial VV com produto
interno (, ). Entéo, para qualquer u € V, ovetor v = u — (u, u1)u; — ... — (u, u,)u, é ortogonal a todo vetor
do subespaco [uy, ..., up).

LNOta 38. S=[u1,...,uy, entdo v = u — projs u.

g |




FTO &

FAGULDADE DE TECNOLOGIA £ CIENCIAS  EDUCAGAD A DISTANCIA

Exemplo 4.16. Seja S = {(1,0,0),(0,1,0)} e v = (1,2,3). Determine o vetor v que é ortogonal aos

vetores em S.

Solucao:
v = u—(u,u)u — (U, m)u
(1,2,3)—1-(1,0,0)—2-(0,1,0) = (0,0, 3)
4.17 Proposicdo. Sejam V um espago vetorial sobre K com produto interno (,) e B = {vi,va, ..., v,}

uma base ortogonal de V. Entéo para todo v € V temos:

u,vi u, vo u, vp
- <||vl||2> " <||vQ||2> et <||vn||2>
Prova: Seja B={v,w,...,v,} basede V (ortogonal). Seuve V = u=a1vi + aova + ... + ayvy.
(uyviy = (vt +...+apvp, 1)
(uyvi) = ar{vi,vi) 4+ ...+ ap{vy, v1)
(uyv) = ?1||V1>||2
u,vi
R M
Analogamente, mostra-se que
S C VN S
[lvil[2

a

Nota 39. 1. O vetor u nada mais é que a soma das projecdes ortogonais de u sobre os vetores da
base B.

2. Se B é ortonormal entdo u = (u, vi)vi + ... (U, Vo)V, POIS, |[vi|| =1,i=1,...,n.

Exemplo 4.17. Consideremos no espago vetorial R? o seguinte produto interno: {((xi, 1), (x2, y2)) =
x1y1 + 2x2y». Verifigue se u e v s@o ortogonais em relacé@o a este produto interno.

Solucéo:
@u=(11)ev=(2-1);{(uv)=1-2+2-1-(—1) =2—2 = 0. Portanto v e v s&o ortogonais com
relacdo ao produto interno dado.

b)yu=(21)ev=(2 —i){uv)y=2-24+2-1-(—i) =4—2j # 0. Portanto v e v séo ortogonais com
relacdo ao produto interno dado.

Exemplo 4.18. Determinar m de modo que u = (m +1,2) e v = (—1,4) € R? sejam ortogonais com
relacdo ao produto interno usual.

Soluggo: (u,v)=(m+1)-(-1)+2-4=0=-m—-1+8=0=>m=7

4.4.6 Processo de Ortogonalizacdo de Gram-Schmidt

Todo espaco vetorial de dimenséo finita admite uma base ortogonal. Descreveremos um processo que,
a partir de uma base qualquer de um espaco vetorial, iremos obter uma base ortonormal.
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Vamos dar uma descri¢éo deste processo de ortonormalizagdo para uma base B = {v, v }.

Seja vi = v;. Precisamos encontrar a partir de v, um novo vetor v,
ortogonal a vj, isto &, (v3, v{) = 0. Para isto tomamos v; = v, — av;,
em que o é o numero escolhido de modo que (v3,v{) = 0, isto &,

/
. . Vo, V-
(v2 — avy, v{) = 0. Isto significa que o = < 2 %>.
(v{, V1) .
. ~ Vo, V-
Ficamos entdo com v; = v;. Logo, v5 = v» — < f %> 1.
(vivg) —
—cvy v1:v1/
! fai i i ians irans , (v, Vi) /
Note que v; foi obtido de v», subtraindo-se deste a projec&o do vetor v, na direcéo de vj, R vy, €
1V

que v; e v, séo vetores ortogonais ndo nulos. Podemos entdo normaliza-los,

<

V.

=X
N

u = e u =

v

[ES
I\J<\

obtendo uma base B’ = {uy, u»} que € ortonormal.

Exemplo 4.19. Ortonormalizar a base v; = (1,1,1), uy = (1,-1,1),us = (-1,0,1) do R3, pelo processo
de Gram-Schmidt.

Solugdo: Vamos denominar de B’ = {g1, g2, g3} a base ortonormalizada que desejamos encontrar.
Seja u; = u; = (1,1,1). Temos entdo que:

(v, 1)

Segue que u) = up —

ul e, portanto,

(o1, 1)
vy = (1,-1,1) - <$iy_1?'1§’)’(§f’1§3>(1,1,1) = (1,-1,1)- 3(1,1,1) = @_gg)
2 42
o= _<§’_§'§>_<i_ii>
Tl T e 6 V6 Vo)
3

(ug, up) , (us, uf)
2
(ug, up) = (uy, uy)

Prosseguindo, o vetor uf = uz —

B [Z=ro2 _
a-cron- bl () Gant.
=(-1,0,1)-0-0=(-1,0,1)
R e e G O )
Portanto,

(G aa) G ww) (mew)

€ a base ortonormal procurada.
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4.4.7 Complemento Ortogonal

4.18 Definicdo. Seja V um espaco vetorial com produto interno (,) e S C V, S # () (ndo necessariamente
um subespago). Chama-se complemento ortogonal de S ao seguinte conjunto:

St={veV|{v,u)=0vue S}
Exemplo 4.20. Considerando S = {u = (x, x) € R?|x € R}, determine S+.
Solugdo: St = {v = (x,y) € R?|{v,u) = 0},V u € S. Fagamos o produto interno (v, u) =

(x,y), (x,x)) = x>+xy =0 = x(x+y) =0=x =00ux = —y. Se x = 0 temos que
S=1{(0,0)} = St = V. Se x = —y temos que S* = {(x, —x) € R? x € R}.

Exemplo 4.21. Seja S = {u = (x,y,0) € R3|x,y € R}, determine S*.

Solugdo: (v,u) = {(x,y,2),(x,y,0)) = x>+ y?> =0 = x> = —y? = x = y = 0. Portanto, S+ =
{(0,0,z) € R®|z € R}.
S éoplano XOY. S+ é o eixo Oz.

4.19 Proposicdo. Seja V um espago vetorial com produto interno (,) e S C V,S # ). Entdo S+ é um
subespaco de V.

Prova: S+ ={veV;{v,w)=0Vwe S}
i.0e St (u0)=0,Yues

i. Considere u,v € S*+. Mostremosque u+v € S*. v € St = (uw) =0,VYwe S. veSt=
vyw)=0;YweS. (u+v,w)={(uv)+{(v,w)=0+0=0e SHYweSs

jii. Sejaue Steack
(au, w) = alu,w) =a-0=0¢€ S*.

Logo, S+ é um subespago.

a

4.20 Proposicdo. Seja V um espago vetorial com produto interno {,). Se W é subespaco de V, entdo
V=waeow.

Prova: Devemos tomar um elemento de V e escrever como soma de W e W'. Seja B =
{u1, uy, ..., u} base ortonormal de W. Qualquer que sejav € V ovetor u = v — (v, u)u; — ... —
(v, u;)u,, € ortogonal a todo vetor de W logo u € W+ pela proposi¢do 4.16, logo, u € W+. Qualquer
gue seja v € V, exibindo o valor de v em temos da base B.

v=u+{v,u)u + ...+ (v, u)u,.

Portanto, V = W + W+,

Agora, para finalizar a prova vamos mostrar que a soma € direta, ou seja, devemos demonstrar que
Wnwt ={0}. Tomemosve WNW+=veW,ve WreveV.

ve Wt = (v,w)=0Vwe W, mas v € W. Logo, (v,v) = 0= v = 0 (vetor nulo). Entao,

V=WaoWw.
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4.21 Proposicdo. Seja V um espaco vetorial com produto interno (,). Se S; e S, C V, entdo:

i.51C52:>S2J‘C51J'

i. [SH]- = S

Prova: i. Sejav e St = (v,w) =0,Vw e S,. Como S, C S = (v,w) =0,Vwe S =veS=

S St
i. S C [S1] = [Si]*F € Si pelo que foi demonstrado no item i. Mostremos que Si- C [S1]*.
Seja S; = {uy, u, ..., U}, S€ v € St = (v,u;) =0,i =1,...,n. Qualquer que seja w € [$;] = w =
arug + ...+ ayu,, entdo

(viw) = (v,aiu+...4+ apup)

= ag(v, )+ ... +au{v, u,)

(viw) = 0

Qualquer que seja w € [Si] = v € [S1]* = Si- C [S1]*. Portanto, [S;]* = Si-. O

4.5 Exercicios Propostos

1
4.1. Considere o produto interno (f(t), g(t)) = / f(t) - g(t) dt em P,(R). Sejam f(t) =t +2e g(t) =
Jo

t?2 — 2t + 3. Determine:

(@) (f. g); (b) [[£11; (© llgll-

4.2. Seja afungdo f : R3 x R® — R definida por f((x1, y1, z1), (x2, y2, 22)) = x1x2 + By1y2 + 221 2.
(a) Verifique se f é um produto interno;
(b) A partir da base {(1,0,0), (0, 1,0), (0,0, 1)} ache uma base ortonormal.

4.3. Seja V um espaco vetorial euclidiano. Dados u,v € V(v #£0) e k = <||u|‘|/2>
v

. Mostrar que u — kv é

ortogonal a v.

4.4. Determinar m € R a fim de que sejam ortogonais os vetores u = (1, m+1,m)ev=(m—1,m m+1)
do R3.

4.5. Seja W = {(x,y, z) € R®|x — 2y = 0}. Determinar uma base ortonormal de W.
4.6. Determinar a projecao ortogonal de u = (1, 1) sobre o subespago V = [(1, 3)] do R2.

4.7. Seja V =R%e S = {(1,0,1),(1,1,0), (2, 1,1)}.

(a) Encontre S*;

(b) Encontre uma base ortogonal para S e S+.
» 4.6 Gabarito ;

o 23 /19 /83 3 . . 1 !
© 41 (@ R (b) 3 (c) T 4.2 (a) f € produto interno. (b) A base ortonormal é {(1,0, 0), (O, EO) , (0,0, \ﬁ) } :

o -3+ V17 2 1 2 6 o
o 44 m = 4.5 {(0,0, 1), (— —O)} € uma base ortonormal de W. 4.6 A projecédo € o vetor (—, —) 4.7 (@) o
4 V5 V5 55 «
v St =[(—1,1,1)]; (b) ndo é subespago.
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Baruch Spinoza e Idealismo

Introducao

O pensamento de Descartes exercera uma influéncia vasta no mundo cultural francés e europeu, dire-
tamente até Kant e indiretamente até Hegel. E exerceu tal influéncia ndo tanto como sistema metafisico,
guanto especialmente pelo espirito critico, pelo método racionalista, implicito nas premissas do sistema e
realizado apenas parcialmente pelo filésofo. O desenvolvimento légico do cartesianismo é representado
por alguns grandes pensadores originais: Spinoza, Malebranche, Leibniz. Spinoza é a mais coerente e
extrema expressado do racionalismo moderno depois do fundador e antes de Kant; Malebranche e Leibniz
encontram, ao contrario, nas suas preocupacgdes praticas, religiosas e politicas, limitagdes ao desenvolvi-
mento légico e despreocupado do racionalismo. Ladeia estes trés pensadores uma turma numerosa de
cartesianos mais ou menos ortodoxos, particularmente na Franca na segunda metade do século XVII. Sig-
nificativa € a influéncia que o criticismo e o racionalismo cartesianos exerceram sobre a cultura do século
de Luis XIV, o século de ouro da civilizacdo francesa; sobre a arte de Racine e de La Fontaine, sobre a
poética de Boileau, a ética de La Bruyére, o pensamento de Bayle.

Descartes teve seguidores em determinados meios religiosos de orientacdo platbnico - agostiniana,
mais ou menos ortodoxos. Os dois centros principais desse sincretismo séo representados pelo Jansenismo
e pelo Oratdrio. Bras Pascal, porém, (se bem que, em parte, jansenista), grande fisico e matematico, mas
de um profundo sentimento religioso e cristdo, parece ter tido intuicdo da falha da filosofia cartesiana.
A raz&o matematica, cientifica - espirito geométrico - que vale para o mundo natural, mas ndo chega até
Deus, contrap@e a razao integral - esprit de finesse - que leva até o cristianismo. Descartes teve numerosos
adversarios e criticos no campo filosdfico, entre os quais Hobbes. Entretanto, as oposi¢cdes maiores con-
tra o cartesianismo surgiram no ambiente eclesiastico e politico, quer catélico quer protestante. Nesses
ambientes, houve a intuicdo de um perigo revolucionario para a religiao e a ordem social, por causa do
criticismo, mecanismo e infinidade do universo, proprios daquela filosofia. E, no entanto, o cartesian-
ismo forjou a mentalidade (racionalista-matematica) dos maiores filésofos até Kant. E também propds os
grandes problemas em torno dos quais girou a especulacao desses fildsofos, a saber: a relacdo entre sub-
stancia finita de um lado, e entre espirito e matéria do outro. Dai surgiram o ontologismo e o ocasionalismo
de Malebranche, a harmonia preestabelecida de Leibniz e o panteismo psicofisico de Spinoza.

Baruch Spinoza (1.632 -1.677)

Baruch Spinoza nasceu em Amsterdam em 1.632, filho de hebreus portugueses,
de modesta condicdo social, emigrados para a Holanda. Recebeu uma educac¢éo he-
braica na academia israelita de Amsterdam, com base especialmente nas Sagradas
Escrituras. Demonstrando muita inteligéncia, foi iniciado na filosofia hebraica (medieval-
neoplatdnico-panteista) e destinado a ser rabino Segundo o historiador de filosofia
Emile Brehier, ndo ha doutrina que tenha excitado mais entusiasmo e também indig-
nacdo do que a de Spinoza; para seus contemporaneos, Spinoza é a negacao da
Providéncia, autor de um panteismo que submerge o individuo.

Como ocorre sempre, 0S contemporaneos se impressionam mais pelas negacdes de um sistema do que
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pelas afirmagBes. Tomada em conjunto, a doutrina spinozista € uma doutrina da salvagéo pelo conheci-

mento de Deus. Para Spinoza, o fim da filosofia é “buscar um bem capaz de comunicar-se, cuja descoberta
fara desfrutar eternamente uma alegria continua e suprema”.

Baruch (Benedictus, em latim) Spinoza era de familia judia de origem portuguesa. Seu pai era um
comerciante abastado. Criado dentro do judaismo, Baruch estudou a Biblia Sagrada e o Talmude, o livro
dos ensinamentos rabinicos. Entre os anos de 1.654 e 1.656, dirigiu os negocios de sua familia, mas,
em junho desse ano, foi acusado de heresia e excomungado, tendo de abandonar a comunidade judaica.
Mudou-se, entdo, para Leyden e depois para Haia, onde passou a viver de seu trabalho como polidor de
lentes.

Em 1.633, Spinoza publicou “Principios da Filosofia de Descartes”, obra expositiva dirigida a um jovem
discipulo. Certamente ja trabalhava, nessa época, na sua “Etica”, obra-prima que s seria publicada
postumamente.

Vivendo num periodo em que os principios de tolerancia da sociedade holandesa estavam ameagados,
Spinoza preferiu trabalhar no seu “Tratado Teolégico-politico”. Essa obra foi publicada anonimamente em
1.670, causando escéndalo. Em 1.673, foi convidado pelo rei Luis Il a permanecer na Franca, recebendo
uma pensao. Uma catedra para lecionar na Universidade de Heidelberg lhe foi oferecida e também recu-
sada. Spinoza preferiu a independéncia para elaborar sua obra.

Levou uma vida sébria, limitada por sua saude fragil.e faleceu em 1.677, aos 44 anos. Em sua obra mais
importante, “Etica”, o filésofo demonstrou, & maneira dos gedmetras, a inteligibilidade de Deus. Segundo
ele, espirito e matéria seriam apenas dois atributos da substancia Unica, divina, de infinitos atributos. O
pensamento de Baruch Spinoza exerce ainda hoje consideravel influéncia.

Spinoza deixou como legado, ainda, a “Reforma do Entendimento”, o “Tratado Politico” e uma numerosa
e rica correspondéncia.

O racionalismo cartesiano é levado a uma rapida, logica, extrema conclusao por Spinoza. O problema
das relac8es entre Deus e 0 mundo é por ele resolvido em sentido monista: de um lado, desenvolvendo o
conceito de substancia cartesiana, pelo que ha uma sé verdadeira e prépria substéncia, a divina; de outro
lado introduzindo na corrente racionalista-cartesiana uma preformada concepcao neoplaténica de Deus, a
saber, uma concepcao panteista-emanatista. O problema, pois, das relages entre o espirito e a matéria
€ resolvido por Spinoza, fazendo da matéria e do espirito dois atributos da Unica substancia divina. Une
os dois na mesma substancia segundo um paralelismo psicofisico, uma animac¢éo universal, uma forma
de pampsiquismo. Em geral, pode-se dizer que Descartes fornece a Spinoza o elemento arquiteténico,
l6gico-geométrico, para a construgéo do seu sistema, cujo conteldo monista, em parte deriva da tradicdo
neoplaténica, em parte do préprio Descartes.

Os demais racionalistas de maior envergadura da corrente cartesiana se seguem, cronologicamente,
depois de Spinoza; entretanto, logicamente, estdo antes dele, pois ndo tém a ousadia - em especial Male-
branche - de chegar até as extremas consequéncias e conclus@es racionalista-monista, exigidas pelas pre-
missas cartesianas, detidos por motivos praticos-religiosos e morais, que ndo se encontram em Spinoza.
Com isto ndo se excluem, por parte deles, desenvolvimentos em outro sentido. Por exemplo, ndo se
excluem os desenvolvimentos idealistas do fenomenismo racionalista por parte de Leibniz.

Vida e Obras

Baruch Spinoza nasceu em Amsterdam, em 1.632, filho de hebreus portugueses, de modesta condicéo
social, emigrados para a Holanda. Recebeu uma educacao hebraica na academia israelita de Amster-
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dam, com base especialmente nas Sagradas Escrituras. Demonstrando muita inteligéncia, foi iniciado na
filosofia hebraica (medieval-neoplaténico-panteista) e destinado a ser rabino. Mas, depois de se mani-
festar 0 seu racionalismo e tendo ele recusado qualquer retratacao, foi excomungado pela Sinagoga em
1.656. Também as autoridades protestantes o desterraram como blasfemador contra a Sagrada Escritura.
Spinoza reitrou-se, primeiro, para os arredores de Amsterdam, em seguida para perto de Leida e enfim
refugiou-se em Haia. Aos vinte e cinco anos de idade esse filésofo, sem patria, sem familia, sem saude,
sem riqueza, se acha também isolado religiosamente.

Os outros acontecimentos mais notaveis na formacéao espiritual especulativa de Spinoza s&o: o contacto
com Francisco van den Ende, médico e livre pensador; as relagdes travadas com alguns meios cristédo-
protestantes. Van den Ende iniciou-o no pensamento cartesiano, nas linguas classicas, na cultura da
Renascenca; e nos meios religiosos holandeses aprendeu um cristianismo sem dogmas, de contetddo
essencialmente moralista. Além destes fatos exteriores, nada encontramos de notavel exteriormente na
breve vida de Spinoza, inteiramente dedicada a meditagédo filosofica e a redacédo de suas obras. Provia
pois as suas limitadas necessidades materiais, preparando lentes dpticas para microscépios e telescépios,
arte que aprendera durante a sua formacéo rabinica; e também aceitando alguma ajuda do pequeno grupo
de amigos e discipulos. Para ndo comprometer a sua independéncia especulativa e a sua paz, recusou
uma penséo oferecida pelo “grande Condé” e uma catedra universitaria em Heidelberg, que Ihe propusera
Carlos Ludovico, eleitor palatino.

Uma tuberculose enfraquecera seu corpo. Apés alguns meses de cama, Spinoza faleceu aos quarenta
e quatro anos de idade, em 1.677, em Haia. Deixou uma notavel biblioteca filosé6fica; mas a sua heranca
mal chegou para pagar as despesas do funeral e as poucas dividas contraidas durante a enfermidade. Um
traco caracteristico e fundamental do carater de Spinoza é a sua concepcgao pratica, moral, de filosofia,
como solucionadora ultima do problema da vida. E, ao mesmo tempo, a sua firme convic¢do de que a
solugédo desse problema nao é possivel sendo teoreticamente, intelectualmente, através do conhecimento
e da contemplacao filosofica da realidade. As obras filosoficas principais de Spinoza séo: a Ethica (pub-
licada postumamente em Amsterdam, em 1.677), que constitui precisamente o0 seu sistema filoséfico; o
Tractatus theologivo-politicus (publicado andnimo em Hamburgo, em 1.670), que contém a sua filosofia
religiosa e politica. A principio desconhecido e atacado, o pensamento de Spinoza acabou por interessar e
influenciar particularmente a cultura moderna depois de Kant (Lessing, Goethe, Schelling, Hegel, Schleier-
macher, etc.), proporcionando ao idealismo o elemento metafisico monista, naturalmente filtrado através
da critica kantiana.

O Pensamento: Deus

A teologia de Spinoza € contida, substancialmente, no primeiro livro da Ethica (De Deo). Spinoza
quereria deduzir de Deus racionalmente, logicamente, geometricamente toda a realidade, como aparece
pela prépria estrutura exterior da Ethica ordine geometrico demonstrata. N&o nos esquecamos de que
o Deus spinoziano é a substancia Unica e a causa Unica; isto €, estamos em cheio no panteismo. A
substancia divina é eterna e infinita: quer dizer, esta fora do tempo e se desdobra em namero infinito de
perfeicdes ou atributos infinitos. Desses atributos, entretanto, o intelecto humano conhece dois apenas:
0 espirito e a matéria, a cogitatio e a extensio. Descartes diminuiu estas substancias, e no monismo
spinoziano descem a condicdo de simples atributos da substancia Gnica. Pensamento e extensao sao
expressoes diversas e irredutiveis da substancia absoluta, mas nela unificadas e correspondentes, gracas
a doutrina spinoziana do paralelismo psicofisico.

A substancia e os atributos constituem a natura naturans. Da natura naturans (Deus) procede o mundo
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das coisas, isto €, os modos. Eles sdo modificagbes dos atributos, e Spinoza chama-os natura naturata
(0o mundo). Os modos distinguem-se em primitivos e derivados. Os modos primitivos representam as
determinacdes mais imediatas e universais dos atributos e sao eternos e infinitos: por exemplo, o intellectus
infinitus € um modo primitivo do atributo do pensamento, e o motus infinitus € um modo primitivo do atributo
extensdo. As leis do paralelismo psicofisico, que governam o mundo dos atributos, regem naturalmente
todo o mundo dos modos, quer primitivos quer derivados. Cada corpo tem uma alma, como cada alma
tem um corpo; este corpo constituiria o conteddo fundamental do conhecimento da alma, a saber: a cada
modo de ser e de operar na extensdo corresponde um modo de ser e de operar do pensamento. Nenhuma
acao é possivel entre a alma e o corpo - como dizia também Descartes - e como Spinoza sustenta até o
fundo.

A lei suprema da realidade Unica e universal de Spinoza é a necessidade. Como tudo é necessario na
natura naturans, assim tudo também é necessario na natura naturata. E igualmente necessario é o liame
gue une entre si natura naturans e natura naturata. Deus ndo somente é racionalmente necessitado na
sua vida interior, mas se manifesta necessariamente no mundo, em que, por sua vez, tudo é necessitado,
a matéria e o espirito, o intelecto e a vontade.

O Homem

Do primeiro livro da Ethica - cujo objeto é Deus - Spinoza passa a considerar, no segundo livro (De
mente), o espirito humano, ou, melhor, o homem integral, corpo e alma. A cada estado ou mudanga
da alma, corresponde um estado ou mudanc¢a do corpo, mesmo que a alma e 0 corpo nao possam agir
mutuamente uma sobre o0 outro, como ja se viu. Nao é preciso repetir que, para Spinoza, 0 homem néo é
uma substancia. A assim chamada alma nada mais é que um conjunto de modos derivados, elementares,
do atributo pensamento da substancia Unica. E, igualmente o corpo nada mais é que um complexo de
modos derivados, elementares, do atributo extensdo da mesma substancia. O homem, alma e corpo,
€ resolvido num complexo de fendmenos psicofisicos. Mesmo negando a alma e as suas faculdades,
Spinoza reconhece varias atividades psiquicas: atividade teorética e atividade pratica, cada uma tendo um
grau sensivel e um grau racional.

A respeito do conhecimento sensivel (imaginatio), sustenta Spinoza que € ele inteiramente subjetivo:
no sentido de que o conhecimento sensivel ndo representa a natureza da coisa conhecida, mas oferece
uma representacdo em que sdo fundidas as qualidades do objeto conhecido e do sujeito que conhece e
dispde tais representacdes numa ordem fragmentaria, irracional e incompleta. Spinoza distingue, pois, o
conhecimento racional em dois graus: conhecimento racional universal e conhecimento racional particular.
A ordem oferecida pelo conhecimento racional particular nada mais é que a substancia divina; abrange ela,
na sua unidade racional, os atributos infinitos e os infinitos modos que a determinam. E desse conheci-
mento racional intuitivo, mistico, derivam necessariamente a felicidade e virtude supremas. Das limitacées
do conhecimento sensivel decorrem o sofrimento e a paixdo, dada a universal correspondéncia spinoziana
entre teorético e pratico.

Visto o paralelismo psicofisico de Spinoza, € claro que o conhecimento, no sistema spinoziano, nao é
constituido pela relacédo de adequacéo entre a mente e a coisa, mas pela relacdo de adequacao da mens
do sujeito que conhece a mens do objeto conhecido.
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A Moral

Como é sabido, Spinoza dedica ao problema moral e a sua solucgéo os livros lll, IV e V da Ethica. No livro
Il faz ele uma historia natural das paixdes, isto &, considera as paixdes teoricamente, cientificamente, e ndo
moralisticamente. O fildsofo deve humanas actiones non ridere, non lugere, neque detestari, sed intelligere;
assim se exprime Spinoza energicamente no proémio ao Il livro da Ethica. Tal atitude rigidamente cientifica,
em Spinoza, é favorecida pela concepc¢édo universalmente determinista da realidade, em virtude da qual o
mecanismo das paix6es humanas é necessario como o mecanismo fisico-matematico, e as paixdes podem
ser tratadas com a mesma serena indiferenca que as linhas, as superficies, as figuras geométricas.

Depois de nos ter oferecido um sistema do mecanismo das paixdes no IV livro da Ethica, Spinoza
esclarece precisamente e particularmente a escraviddo do homem sujeito as paixdes. Essa escravidao
depende do erro do conhecimento sensivel, pelo que o homem considera as coisas finitas como absolutas
e, logo, em choque entre si e com ele. Entdo a libertagdo das paixdes dependera do conhecimento
racional, verdadeiro; este conhecimento racional ndo depende, entretanto, do nosso livre-arbitrio, e sim da
natureza particular de que somos dotados. No V e ultimo livro da Ethica, Spinoza esclarece, em especial,
a condicao do sabio, libertado da escraviddo das paixdes e da ignorancia. O sabio realiza a felicidade e a
virtude simultanea e juntamente com o conhecimento racional. Visto que a felicidade depende da ciéncia,
do conhecimento racional intuitivo - que é, em definitivo, 0 conhecimento das coisas em Deus - o sabio, ai
chegado, amara necessariamente a Deus, causa da sua felicidade e poder. Tal amor intelectual de Deus
€ precisamente o jubilo unido com a causa racional que o produz, Deus. Este amor do homem para com
Deus, é retribuido por Deus ao homem; entretanto, ndo € um amor como o que existe entre duas pessoas,
pois a personalidade é excluida da metafisica spinoziana, mas no sentido de que o homem é idéntico
panteisticamente a Deus. E, por conseguinte, o amor dos homens para com Deus é idéntico ao amor de
Deus para com os homens, que €, pois, 0 amor de Deus para consigo mesmo (por causa precisamente do
panteismo).

Chegado ao conhecimento e a vida racionais, 0 sabio vive jA na eternidade, no sentido de que tem
conhecimento eterno do eterno. A respeito da imortalidade da alma, devemos dizer que é excluida natu-
ralmente por Spinoza como sobrevivéncia pessoal porquanto pessoa e memaria pertencem a imaginacao.
A imortalidade, entdo, ndo podera ser entendida sendo como a eternidade das idéias verdadeiras, que
pertencem a substancia divina. De sorte que imortais, ou eternas, ou pela maxima parte imortais, serdo
as almas ou os pensamentos dos sabios, ao passo que as almas e aos pensamentos dos homens vul-
gares, como que limitados ao conhecimento e a vida sensiveis, é destinado 0 quase total aniquilamento no
sistema racional da substancia divina.

A Politica e a Religiao

Spinoza tratou particularmente do problema politico e religioso no Tractatus theologico-politicus. Con-
sidera ele o Estado e a Igreja como meios irracionais para o advento da racionalidade. As acdes feitas -
ou néo feitas - em vista das penas ou dos prémios temporais e eternos, ameacados ou prometidos pelo
estado e pela igreja, dependem do temor e da esperanca, que, segundo Spinoza, séo paixdes irracionais.
Elas, entretanto, servem para a tranquilidade do sébio e para o treinamento do homem vulgar. No Estado
de natureza, isto €, antes da organizacdo politica, os homens se encontravam em uma guerra perpétua,
em uma luta de todos contra todos. E o préprio egoismo que impede os homens a se unirem, a se acor-
darem entre si numa espécie de pacto social, pelo qual prometem renunciar a toda violéncia, auxiliando-se
mutuamente. No entanto, ndo basta o pacto apenas: precisa o0 homem do arrimo da forca para sustentar-
se. De fato, mesmo depois do pacto social, os homens ndo cessam de ser, mais ou menos, irracionais e,
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portanto, quando lhes fosse comodo e tivessem a forga, violariam, sem mais, o pacto. Nem ha quem possa
opor-se a eles, a ndo ser uma forga superior, porquanto o direito sem a forgca ndo tem eficacia. Entao, os
componentes devem confiar a um poder central a forca de que dispdem, dando-lhe a incumbéncia e o
modo de proteger os direitos de cada um. Sé entdo o estado é verdadeiramente constituido. Entretanto,
o Estado, o governo, o soberano podem fazer tudo o que querem: para isso tém o poder e, portanto, o
direito, e se acham eles ainda no estado de pura natureza, do qual os suditos sairam.

O Estado, porém, ndo é dominador supremo, porquanto nao € o fim supremo do homem. Seu fim
supremo é conhecer a Deus por meio da razéo e agir de conformidade, de sorte que sera a razdo a norma
suprema da vida humana. O papel do Estado é auxiliar na consecugéo racional de Deus. Portanto, se
o Estado se mantivesse na violéncia e irracionalidade primitivas, pondo obstaculos ao desenvolvimento
racional da sociedade, os suditos - quando mais racionais €, logo, mais poderosos do que ele - rebelar-
se-80 necessariamente contra ele, e o Estado caira fatalmente. Faltando-lhe a forca, faltar-lhe-a também
o direito. E de suas ruinas devera surgir um Estado mais conforme a razéo. E, assim, Spinoza deduz do
estado naturalista o Estado racional.

O outro grande instituto irracional a servico da racionalidade é, segundo Spinoza, a religido, que repre-
sentaria um sucedaneo da filosofia para o vulgo. O contetdo da religido positiva, revelada, é racional; mas
€ a forma que seria absolutamente irracional, pois o conhecimento filoséfico de Deus decairia em uma rev-
elacdo mitica; a acao racional, que deveria derivar do conhecimento racional com a mesma necessidade
pela qual a luz emana do sol, decairia no mandamento divino heterbnomo, a saber, a religido positiva,
revelada, representaria sensivelmente, simbolicamente, de um modo apto para a mentalidade popular,
as verdades racionais, filosoficas acerca de Deus e do homem; tais verdades podem aproveitar ao bem
desse Ultimo, quando encarnadas nos dogmas. Por conseguinte, o que vale nos dogmas nao seria a sua
formulacao exterior, e sim o contelido moral; nem se deveria procurar neles sentidos metafisicos arcanos,
porque o escopo dos dogmas é essencialmente pratico a saber: induzir a submissdo a Deus e ao amor ao
préximo, na unificacao final de tudo e de todos em Deus.
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.-/ Atividade Orientada

A Atividade Orientada tem por objetivo constituir mais uma ferramenta de aprendizagem para os estu-
dantes da FTC-EaD. Nela apresentaremos aspectos relevantes vistos durante o curso de Algebra Linear.
As defini¢cdes, conceitos, estruturas modeladas, entre outros aspectos presentes na atividade, séo vistas
em nossa percepgdo importantes tanto ao profissional que futuramente, ou desde ja, encontra-se ex-
ercendo o magistério no ensino médio quanto aos profissionais que desejam prosseguir estudos na area.

Bons Estudos!

5.1 Etapal

5.1.1. Ana e Beto estéo planejando comprar frutas para a proxima semana. Cada um deles quer comprar
algumas macas, tangerinas e laranjas, porém em quantidades diferentes. A Tabela 1 mostra o que eles
pretendem comprar. Nas proximidades existem duas bancas de frutas - a do Sr. José e a de D. Vera -
cujos pregos estdo apresentados na Tabela 2.

(a) Quanto gastarao Ana e Beto para fazer suas compras em cada uma das duas bancas?

(b) Dé a representagdo matricial do problema exposto, ou seja, a representacdo matricial do calculo
utilizado para saber quanto ird gastar Ana e Beto.

Tabela 2
Tabela 1 —
= - - Sr. José | D. Vera
Macgas | Tangerinas | Laranjas —
Maga $0,10 $0,15
Ana 6 3 10 -
Tangerina | $0,40 $0,30
Beto 4 8 5 -
Laranja $0,10 $0,20
. . . 1, sei>j
5.1.2. Dada as matrizes A = [a;j]ox3 tal que ajj = 2/ +4j — 1, B = [bjj]axs tal que b;j = 7
0,sei<j
2 -1 -1
Ct=10 0 D=hLE= 1 F= [ 0 -1 0 } Determine, se for possivel:
o] o
(a) At (b) tr(B) (c) tr(E) d)(B+D)-E (e)D-F

5.1.3. Encontre x, y, z e w Se:

3. Xy |_| X 6 n 4 X+y
z w -1 2w zZ4+w 3

Exemplo 5.1. Uma matriz quadrada A chama-se matriz simétrica quando A* = A, e chama-se matriz

anti-simétrica quando A* = —A. Acompanhe o exemplo resolvido abaixo para fins de orientacdo para as
01 2

duas questdes subsequentes. Calcule x, y e z de modo que M = { x 3 vy J seja uma matriz simétrica.
z 4 5
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Solucéo: Utilizando a definicdo de simetria e de igualdade entre matrizes, obtemos:

0 x z 0 1 2
M=M= |13 4|=|x 3 y|=x=1ly=4ez=2.
[ 2 y 5 J [ z 4 5 J
-1 . . S
Exemplo 5.2. Calcule a, b e ¢ de modo que P = { . b 3 seja uma matriz anti-simétrica.
C p—
Solucéo:
1 b Ll ) i a—1=—-a+1 .{azl
a— —a =
pt—_p— = :>1 b=-2 :>{ b= -2
2 c—3 -2 =c4F 3
(| c—-3=—-c+3 | c=3
0 2x 1
5.1.4. Determine, se for possivel, o valor de x para que a matriz A= | x2 0 —x | seja:
x+1 x* 0
(a) simétrica (b) anti-simétrica
2 0 2
Exemplo 5.3. Usando as operacdes elementares sobre linhas verifiquese M= | 0 1 1 | éinversivel
1 30

e, em caso afirmativo, determine sua inversa.

Solugcédo: Temos abaixo dois blocos de matrizes, a esquerda, a matriz a qual desejamos saber se
existe a inversa e determina-la, e a direita, a matriz identidade. O conjunto de operacdes elementares
que transformam a matriz da direita na matriz identidade, transformam simultaneamente a matriz
identidade na inversa da nossa matriz em questéo.

[202100] [101%00] {101%00]
01 1[0 10 01 1[0 10 01 1| 010
[130001J {130001J {03—1—%01J
Ly — 3Ly L3 — L3— Ly L3 — L3 — 3L,
10 1| 3 00 101(3 0 o] 100%—%—%]
{011010J {01101 OJ {011010J
00 —4|-1 31 00 1% 32 -1 00 1% 2 -1
L3 — —1L5 Ly — L — L3 Ly — L[> — L3
[1 00| 3 -3 -]
11 1
[010_§ZZJ
i 3 _1
001 5 3 -3

Observe que as operacdes elementares sobre as linhas resultaram na matriz identidade. Portanto a
matriz é inversivel e a inversa é a matriz da direita representada por:

el
|

Bl
=

e
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5.1.5. Usando as operacdes elementares sobre linhas, verifique, em cada item, se A é inversivel e, em
caso afirmativo, determine sua inversa.

[1 2 2] 10 2
(a)A{3 2} (b)A{1 2} ©A=]0 1 2 dA=]0 1 1
|75 12 4 B B
[1 3 4J {1 3 OJ
[ 3x+3y+3z = 3
Exemplo 5.4. Usando o método de Gauss, resolva o sistema de equagdes lineares —x+y+z =
| 2x+y+z = 3

Em seguida, determinar o posto da matriz ampliada e o posto da matriz dos coeficientes.

Solugdo:  E importante lembrar que P(M) é o posto da matriz ampliada, P(A) € o posto da matriz
dos coeficientes e n é o nimero de incognitas do sistema. Colocando o sistema na forma matricial e
escalonando, obtemos:

[333 3] {111 1] 11 1 1]
-1 1 1|-2 -1 1 1]|-=2 0 2 2|-1
[211 J {211 3J [211 1J
Ly — 3L Ly — Ly + Ly L3 — L3 —2L
[1111 {1111] [111 1]
0 -2 —2|-1 0 1 1|-% 01 1|-1
[0—1 -1 1J {o -1 -1 1J [000 %J
L2—>%L2 L3—>L3+L2

Temos que P(M) = 3 e P(A) = 2. Portanto, P(M) # P(A) e o sistema é impossivel.

5.1.6. Usando o método de Gauss, resolva os seguintes sistemas de equagdes lineares. Em cada caso,
determinar o posto da matriz ampliada e o posto da matriz dos coeficientes.

. ~1 [ x—2y-3z=0
x—=2y+3z=0 Xrytz oy mes
€) (b){ X—y—z=2 (C){ x+4y—z=0
2x+5y+6z=0
( 2x+y+z=3 (| Zx—y+z=0
,{ x+y+az =1
Exemplo 5.5. Determine os valores de a tais queosistema{ (a—1)y+(1—a)z = 1 tenha
| (a2+a—-2)z = 0

e solucao Unica

Solucéo:

e nenhuma solucdo

e mais de uma solucéo

eSea—-1#0ea’+a—2+#0,istoé,sea# 1ea# —2,0 sistema é escalonado

com igual nimero de equacdes e incognitas sendo, portanto, compativel e determinado, possuindo

solucao Unica.

[ xty+z
e Se a = 1, o sistema fica: { Oy +0z =
{ 0z
,{ X+y—2z
e Se a = —2, 0 sistema fica: { —3y — 3z
{ 0z=0

infinitas solugdes.

1

1 e éincompativel. Logo, ndo possui solugdes.

1

= 1

1 e é compativel e indeterminado. Logo, possui
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5.1.7. Determine os valores de a tais que 0s sistemas

(

i o x+y—z=1 Loy 1
X az =
@14 2043y +az=3 (b) y
2x+4y +8z=3
| xtay+3z=2
tenham:
(i) solucao unica (i) nenhuma solucéo (iii) mais de uma solucéo
{ 3 6 6 9 "
. . 1 00 O
Exemplo 5.6. Calcule o determinante da matriz M = 3 11 )
4 -3 0 2

Solugcédo: Utilizando o teorema de Laplace para determinantes, escolhemos, estrategicamente, a
segunda linha, por possuir maior nimero de zeros. Assim, necessitamos calcular apenas o cofa-
tor dos elementos ndo nulos, visto que, todos 0s outros sdo zero e anulardo os seus respectivos
cofatores. De fato,

6 6 9
det(M)=1-c1+0-cn+0-c34+0-ca=cn=(-1)*1.| -1 1 —2 |=(-1)-87=-8T.
-3 0 2
5.1.8. Calcule o determinante das matrizes abaixo:
1 2 3 1 1.2 0
(@) A= 20 (b)B—{(z) ; 12](C)C—[1 0 0-‘ (d)C—[Ozol-‘
141 _{ J 13 -11 =2 oo 32
1 -3 4
4 -3 0 2 0 0 0 4
- . 1 -1 .
Exemplo 5.7. Calcular, se existir, a matriz inversa de A = ) (usando sua adjunta) e use essa

: 0
inversa para resolver AX = B, com B = { ) } .

Solucéo: Calculemos a matriz dos cofatores de A.

A,_ C11:(—1)1+1'|0| C12:(—1)1+2'|—1| . 0 1
o1 =(-1)2+1-1 cn=(—1)2+2-1] -1 1]
Como a matriz adjunta de A € igual a transposta da matriz dos cofatores, temos que: adj(A) =

{ 2 _1 } . E do nosso conhecimento que

A71

1 . 0 -1 0 -1
:det(A)'adJ(A):l'L 1}:{1 1}

Como AX = B= A"'AX = A"1BX = A~!B, segue que:

=2 3R
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5.1.9. Calcular, se existir, a matriz inversa de A (usando sua adjunta) e use essa inversa para resolver o
sistema Ax = B, nos seguintes casos:

(a)A:{; ;}eB:{l} (b) A=

N R
= O N
o R R
(¢]
®
Il
= N W D

Exemplo 5.8. Utilizando a regra de Crammer resolva o sistema

,{ x+y+z = 6
{ X—y—z = —4
| 2x—y+z =1

Solugcéo: Calculemos o determinante da matriz dos coeficientes A.

1 1 1
det(A)=| 1 -1 -1 |=-40.
2 -1 1

Como det(A) # 0 o sistema possui solu¢éo Unica. Para calcular, Ay, A, e A,, substituamos a col-
una relativa aos coeficientes de x, y e z, pela coluna da matriz dos termos independentes. Neste
exemplo temos que [ 11 2 ]t corresponde a matriz coluna dos coeficientes de x e [ 6 —4 1 ]t
corresponde a matriz coluna dos termos independentes. Assim,

6 1 1
det(A)=| -4 -1 -1 |=-4
1 -1 1
De maneira andloga,
1 6 1 1 1 6
det(A))=|1 -4 -1 |=-12edet(A,))=|1 -1 -4 |=-8
2 1 1 2 -1 1
A —4 A —12 A —8
esta forma, temos que x = —= = — Y= — 3ez - ==
5.1.10. Resolva o sistema abaixo pela Regra de Crammer.

[ ox+3y-—z=1 [ _z=3
3x+5y = 8 X+3y —z X+y—2z
ORI (b){ 3x+ 5y +22=8 (c){ x+y+z=1

X — =
Y | Xx—2y—3z=-1 (| Xx—2y—3z=4
5.2 Etapa 2

Exemplo 5.9. Verifique se o conjunto V = {(x,y,z) € R% y = 2x + z} é um subespago do R3.
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Solugdo: i. Verifiguemos, inicialmente, se o vetor nulo do R* pertence a este conjunto. (0,0,0) € V,
pois,2x+z=2-0+0=0=y.
ii. Verifiguemos, agora, se para quaisquer u = (xi, y1,z1) € v = (x2, y2, z2) em V, u+v € V. Lembrando

y1=2x1+ 2z

que u+v = (x1+x2, y1+ Y2, z1 + 2) € que { , SEQUE qUE y1 + yo = 2x1 + 21 +2x0 + 2o =

Y2 =20+ 2

2x1+2x0+z1 + 20 =2(x1 + x2) + (21 + z). Logo, temos que u+ v € V.

iii. Por fim, Dados k € Re v = (x,y,z) € V, devemos verificar se o vetor k - v, dado por (kx, ky, kz) €
V. Temos que a segunda coordenada do vetor v € expressa por y = 2x + z. Dai, verificando para o
vetor k - v, temos que a segunda coordenada deste é expressa por ky = k- (2x+z) =k -2x+ k-z =
2-(kx)+ kz. Logo, temos que o vetor kv € V. De i, ii e iii, concluimos que V € um subespaco vetorial
do R3.

5.2.1. Verifique se os seguintes conjuntos V abaixo s&o subespacos do R3?

@V={(xyz)eRx+y+z=1} (d)V={(xy z)eR:x=0}
) V={(xyz)eRx=2y+z} (€) V ={(x,y,z) € R%ax+ by + cz=0, com a, b, c € R}
©) V={(xy z)eR}z=1}

Exemplo 5.10. Determine as equacdes gue caracterizam o subespaco W = [(2,0,2),(-2,0, —2), (2,4, 2)]
do V = R3, se possivel. Verifique se W é um subespago proprio de V.

Solugdo: Vamos verificar se o subespago W néo corresponde ao proprio R3. Para isto, dado um
elemento qualquer (x, y, z) € R3, devem existir o, 3, v tais que (x, y, z) = a(2,0,2) + 3(—2,0, —2) +
~(2, 4, 2). Esta igualdade nos leva equivale ao sistema de equac8es (nas variaveis a, g € v):

20 —2B+2y = x
by =y
2020 4+2y = =z

Escalonando o sistema, por meio da sua matriz ampliada, temos:

[20 2x] [1—11x-| [1—1

X
| =2 0 —2|y {~]0 0 2|y |[~]0 yl~10
— X

R B P M R "o

N&o precisamos terminar o escalonamento para concluir que, pela dltima linha, o sistema nao pode
ser possivel e determinado, o que significa que W, de fato, ndo corresponde ao proprio R3, nem é
vazio, sendo, portanto, um subespaco proprio de R3. Além disso, o sistema sé tem solucio se z —x =
0 (caso contrario, 0 mesmo seria impossivel), sendo esta, portanto, a equacdo que o caracteriza.
Podemos escrever, entdo que:

1 1 -1 1
2 -I [ 1
0 0

| S —

X NI< X

z zZ —

W ={(x,y,z) € R® z—x =0}

5.2.2. Determine as equagdes que caracterizam 0s seguintes subespacos, se possivel. Verifique se W;
€ um subespaco préprio de V;.

@ Vi=R%, W =1(2,-2),(-1,1)];

(b) Vo =R* W, =[(1,0,1),(~1,0,-1), (1,2, 1)];

(©) Vs =R, W; = [(1,-1,0), (0,1,0), (0,0, 1)].
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Exemplo 5.11. Dados os subespacos U = {(x,y,z) e R}|x +y =0} e V = {(x,y,z) € R} x = 0} do
espaco R3, determinar os subespaco geradorde UNnV e U + V.

Solucdo: w=(x,y,z) eUNnV s uveleuveVsosx+y=0ex=0« x=y=0. Logo,
UnVv ={(0,0,z);ze R} =[(0,0,1)].

Buscando os geradores de U + V temos que para o subespago U = {(x,y,z) € R x +y = 0}
temos o seguinte subespaco gerador. Da equacgdo x + y = 0 extraimos que x = —y e, portanto,
0 subespaco U = [(—y,y,z)], ou seja, U = [y(—1,1,0) + z(0,0,1)]. Da mesma maneira, para o
subespaco V = {(x,y, z) € R% x = 0} temos que V = [(0, y, z)], ou seja, V = [y(0, 1,0) + z(0,0, 1)].
Assim, o conjunto {(-1,1,0), (0,0,1),(0,1,0)}.

Nota 40. Para o exemplo acima, é pertinente a verificacdo se o0 conjunto é linearmente independente.
Para tal, basta colocar os vetores em linha e escalonar. Se ao final do escalonamento nenhuma linha
for nula, isto implica que o conjunto é linearmente independente. Se, porventura, uma das linhas
linhas for nula, o conjunto formado pelos vetores ndo nulos restantes, também é um gerador.

5.2.3. Determine um conjunto de geradores para 0s seguintes subespacos:
@U={(xy,z) eR}x+z=0ex—2y=0}; @ unyv;
() W ={(x,y,z) e R} x+2y —3z=0}; (e) V+Ww.
(©) V={(x,y, z) e R} x -2y =0};

Exemplo 5.12. No espagco vetorial R3, considere U o plano xy e W o plano yz. Verifique se U@ V = R3.
Determine a dimenséo de UN V.

Solugdo: U = {(a b,0);a,b € R} e W = {(0,b,¢);b,c € R}. Entdo R* = U + W, pois todo
vetor de R® é a soma de um vetor de U e um vetor de W. Todavia, R® ndo é soma direta de U e
W, pois, tais somas nédo sdo Unicas. Por exemplo, (3,5,7) = (3,1,0) + (0,4, 7) e também (3,5,7) =
(3,—4,0) + (0,9,7). Podemos entender U = [a(1,0,0) + b(0, 1,0)] ou [(1,0,0), (0,1, 0)] e, da mesma
forma, o conjunto W = [b(0, 1,0)+¢(0, 0, 1)] ou [(0, 1,0), (0, 0, 1)]. Portanto, dim(U) = 2 e dim(W) = 2.
O conjunto dos geradores de Un W é Un W = [(0,1,0)]. Portanto, a dimenséo de Un W é
1. Verificando o teorema das dimensdes dos subespagos de dimenséo finita temos que dim(R3) =
dim(U) 4+ dim(W) —dim(UN W) < 3=2+2—1.

5.2.4. Sejam S =[(1,-1,2),(2,1,1)]e T =[(0,1,-1), (1,2, 1)] subespacos de V = R3.

(a) Verifigue se R3 =S + T;
(b) Determine as dimensdesde S, Te S+ T.

(c) Utilize a proposicdo: “Se U e V séo subespacos de um espago vetorial W que tem dimens&o finita,
entdo dim(U + V) = dim(U) + dim(V) — dim(U N V)" e verifique se R3 = S @ T.

5.2.5. Verifique se sao verdadeiras ou falsas as afirmacdes abaixo:

(a) Dois vetores sao L.D. se, e somente se, um deles é multiplo do outro;

(b) Um conjunto que contém um subconjunto de vetores L.D. é L.D;

(c) Os vetores A = L1 ,B = 6 0 ,C = 30 D = > 1 VE = ol séo L.|
2 3 -1 4 2 3 -2 3 2 9

em relacdo ao espaco Moy
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(d) Um subconjunto de um conjunto L.I pode ser L. D.
(e) Se {Ul, uo, U3} é L.l entdo {U3, uo, Ul} éL.l
(f) Sew; € [W2, W3] entao {Wl, wa, W3} éL.D.

5.2.6. Verifique se os conjuntos de vetores dados a seguir sdo L.I. ou L.D.

(@ VvV =R?%S ={(2,5),(4,10)}

(b) V =R3 S, = {(1,0,5),(0,4,10), (0,1, —2),(1,—2,3)}

() V=R35 ={(1,1,1),(1,0,1)(1,0,—2)}

(d) V=R3S,=1{(111),(0,0,0)1,0,-2)}

(e) V =Ps3(t), Ss = {1 — 3t + 2t — 3t3; =3 + 9t — 6t + 9t3}

5.2.7. Verifigue, em cada caso, se o conjunto dado € uma base para o respectivo espaco. Caso ndo seja
base, justifique o porqué.

(@) V=R?S = {(1,-1),(-22)}

(b) V=R3S,=1{(1,0,5),(0,1,-2),(1,-2,3)}

©) V =R3,S;={(1,1,0),(0,0,1)}

10 1 01 1 000
(d)V_M2X3R(S4_H0 0 1}’{0 0 0}'{0 1 2”

(e) V=R? 5 ={(1,3),(-22)}
5.2.8. No espagco vetorial R* consideremos os seguintes subespagos:
U={(x,y,z);x+y =4x—z=0}; 5=1(1,-1,2),(2,1,1)] e
V={(xy2);3x—y—z=0}; T=1(0,1,-1),(1,2,1)].
Determinar uma base e a dimenséo de cada um dos seguintes subespagos V, T, UNnV e S+ T.
Exemplo 5.13. Determinar o vetor-coordenada e a matriz coordenada de v = (5, 4,2) em relagdo a base

B ={(1,2,3),(0,1,2),(0,0,1)} do R3.

Solucdo: Devemos encontrar escalares «, 3, v tais que:

.{a=5
(5,4,2) = o(1,2,3) + (0, 1,2) +~(0,0, 1),:{ 20+ =4
( B3a+28+y=2

Resolvendo o sistema, obtém-se & = 5, 3 = —6 e y = —1. Portanto, vg = (5,—6,—1) e vg =
t
[5 6 -1].

5.2.9. Determinar as coordenadas do vetor u = (4, —5,3) € R3, em relagdo as seguintes bases:

(a) candnica (b) {(1,1,1),(1,2,0),(3,1,0)}

Exemplo 5.14. Sejam 3; = {(1,0),(0,1)} e 3> = {(2,-1), (3, 4)} bases de R?. Compute [l]g;.
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Solugédo: Para determinarmos a matriz de mudanca da base 3; para (3, devemos escrever cada
vetor da base 3, como combinacéo linear dos vetores de [3; e tomarmos os coeficientes de cada um
para constituir as colunas da matriz pedida. Assim, temos

(1,0) = a(2, —1) + 3(3,4) e (0,1) = (1, 0) + A(3, 4).

o ~ . 4 1
Da primeira equacédo, determinando « e 3, temos que: « = — e 8 = —, valores que formam a

11 11
. 3 2
12 coluna de [l]gj. Da 22 equacdo, determinando v e )\, vem que: v = T e)= 1 valores que

constituem a 22 coluna de [I]Zi. Portanto,

ERa
[l]gi: { 111 211 J
1 11

5.2.10. Sejam 3; = {(1,0),(0,2)}, 3. = {(-1,0),(1,1)} bases ordenadas de R?. Determine: (a) [I]g; e
(b) [l]gf. (c) Verifique se as matrizes [/];) e [I]gf sdo uma a inversa da outra.

5.3 Etapa 3

Exemplo 5.15. Verifique se a aplicagdo T : R® — R?, definida por T(x, y, z) = (—x, —y), € linear.

Solugdo: Lembrando que uma aplicagéo 7 : V — W é linear se T(u+v) = T(u) + T(v) e
T(a-u) = a- T(u). Portanto, considere u = (x1, y1,z1) e v = (x2,y2, 22) € R® e a € K.

i T(u+v)=Ta+tx,n+y,za+z)=(—x—x,—y1—y2) = (—x,—y1)+(=x2, —y2) = T(u)+ T(v).

i.T(a-u)=T(a(x,y1,2))=T(a-x1,a-y1,a-z1) = (—a-x1,—a-y1) =a- (—x1,—y1) = a- T(uv).
Portanto, T é linear.

5.3.1. Dentre as seguintes fun¢des, verificar quais sado lineares:

(a)T:R® — RZ (b)T:R? — R? _
(xy.2) = (xy)’ (xy) = (xly)’
()T :R? — My(R) ()T : May3(R) — R2
e =[50 P

Exemplo 5.16. Qual a transformac&o linear T : R® — R tal que: 7(1,1,1) =3, T(0,1,-2) = 1 e
T(0,0,1) = 2? Em seguida, determine T(1,0, —3).

Solugdo: Fagcamos (x,y,z) = a(1,1,1) + 5(0,1, —2) + v(0, 0, 1) e assim encontramos, ap6s a com-
putacdo dos calculos, a = x,a+ =y = 3=y — xey =z — 3x+ 2y. Segue que:

(x,y,z) = x(1,1,1)+y—x(0,1,—2)+ z — 3x +2y(0,0, 1)
T(xy,z) = xT(L,1,1)+y—xT(0,1,—2)+z— 3x+2yT(0,0,1)
T(x,y,z) = 3x+y—x+2-(z—3x+2y)

T(x,y,z) = —4x+5y+2z

e, portanto, 7(1,0, -3) = —4-1+5-0+2-(-3) = —10.
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5.3.2. Determine: (a) a transformac&o linear definida por 7 : R® — R? tal que T(1,1,1) = (1,2),
T(1,1,0) = (2,3) e T(0,0,1) = (3,3); (b) T(1,0,0) e T(0,1,0).

5.3.3. Seja T : R® — R? uma transformagéo linear definida por T(1,1,1) = (1,2), T(1,1,0) = (2,3)
e T(1,0,0) = (3,4). Determine: (a) T(x,y,z); (b) v € R® tal que T(v) = (-3,-2); (c) v € R3 tal que
T(v) = (0,0).

Exemplo 5.17. Seja T : R® — R3 uma transformagéo linear tal que T(x,y,z) = (x +2y,y — z,x + 22).
Determine o ker(T) e alm(T). T é injetora? T é sobrejetora?

Solucdo: Em busca de obtermos a imagem de T, primeiramente iremos extrair o conjunto de ve-
tores que caracterizam a transformacéo 7. Como T(x,y,z) = (x + 2y,y — z,x + 2z) temos que:
x(1,0,1)+y(2,0,1) + z(0, —1,2). Aimagem de T é o conjunto definido por Im(7T) = {w € W; T(v) =
w; para algum v € V}.

Agora colocaremos os vetores (1,0,1), (2,0, 1), (0,—1,2) em linha e escalonaremos com a finalidade
de obter o menor subespaco gerador da imagem de T, ou seja, uma base para Im(T).

1 01 101] {1 011 101]
2 1 0|~]0 1 -2|~]0 O0O0O|~|0 -1 2
{o —1 2J [o —1 2J {o —1 2J [o 0 oJ

Portanto, B(m(ry) = {(1,0,1), (0, —-1,2)}.
Lembremos que se a dimenséo do subespaco gerado (Im(T)) é igual a dimenséo de contradominio
R3 da aplicacéo linear T, temos que a aplicagdo T é sobrejetora. Para o exercicio em questdo T ndo
é sobrejetora, pois, dim(Im(T)) = 2 # dim(R3) = 3.
Em relacé@o ao nicleo de T faz-se importante o conhecimento que: ker(T) = {u € V; T(u) = 0}, em

que V é o dominio da transformacao, e que T é injetora se, e somente se, ker(T) = {0}. Fagamos
T(u) = 0. Assim, encontraremos 0 seguinte sistema de equacdes:

.{x+2y = 0
y—z = 0
(| x+2z = 0

Colocando na forma matricial e escalonando para fins de encontrar a solucdo do mesmo, temos:

1 2 0 0 1 2 0 0 1 0 2 0
[01—1 O-IN[O 1 -1 O-IN{Ol—l 0-|
[10 20J [1—2 2OJ {OO OOJ
Portanto,
x+2z = 0
{y—z:O

0 que implica x = 2z e y = z. Segue que um vetor genérico do nucleo de T é (x, y,z) = (2z,z,2) =
z(2,1,1). Logo, Bier(1y = {(2,1,1)} e, conseqiientemente, T n&o € injetora.
Para finalizar, verifiquemos o Teorema de Nucleo e Imagem para este caso. Pelo Teorema

dim(V) = dim(ker(T)) + dim(Im(T)).

Segue que V = R3. Logo, dim(V) = 3. Aimagem de T é o conjunto Im(T) = {v € R3; T(u) = v},
tendo como uma de suas bases Bty = {(1,0,1),(0, —1,2)}. Logo, dim(Im(T)) = 2. O nucleo de
T é o conjunto ker(T) = {u € R3 T(u) = 0}, tendo como uma de suas bases Bi,(1) = {(2,1,1)}.
Logo, dim(ker(T)) = 1. Segue que: dim(R3) = dim(ker(T)) + dim(Im(T)) < 3 =1+ 2.
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5.3.4. Seja atransformacao linear T : R? — R3 tal que T(—2,3) = (-1,0,1)e T(1,—-2) = (0, —1,0).

(a) Determinar T(x, y); (b) ker(T) e Im(T) (c) T éinjetora? E sobrejetora?

5.3.5. Seja T : R* — R3 atransformag&o tal que T(e;) = (1, —2,1), T(e2) = (—1,0, —1), T(e3) = (0, —1,2)
e T(es) = (1,-3,1), sendo {e;, e, e3, &} a base candnica do R*. (a) Determinar o nlcleo e a imagem de
T; (b) Determinar bases para o nucleo e para a imagem; (c) Verificar o Teorema do nulcleo e imagem.

5.3.6. Seja T : V — V umatransformac&o linear. Sabendo-se que dim(V) = 5 e dim(ker(T))NIm(T) = 2:
(a) Encontre dim(ker(T) + Im(T)), justificando; (b) T pode ser injetora? Justifique.

Exemplo 5.18. Seja T : R® — R3 uma transformacao linear tal que T(x,y,z) = (x + z,x — z,y + 62).
Determine T-1.

Solugdo: Para mostrar que T é um isomorfismo, precisamos verificar as seguintes condicdes: i. T
é linear; ii. T é bijetora, ou seja, injetora e sobrejetora.
Mostrar que T € injetora é equivalente a mostrar que ker(T) = {0}. Desta forma,

T(x,y,2)=(0,0,0)< (x+z,x—2zy+62z)=(0,0,00x=y=z=0.

Logo, 7(0,0,0) = (0,0,0) e T € injetora.
Mostremos que T é sobrejetora.

T(x,y,z)=(x+z,x—2z,y+6z)=x(1,1,0)+ y(0,0,1) + z(1, -1, 6).

Buscando obter o conjunto dos geradores da imagem de T, temos que:

1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 0 3 1 00
o 0 1(~j0 O 1|(~l0 -26|~({01 -3|]~]01 -3|~]0120
-1 6 1 -2 6 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 01

O menor subespaco gerador de Im(T) € o conjunto {(1, 0,0), (0, 1,0), (0, 0, 1)}. Portanto, dim(Im(T) =
3. Logo, T é sobrejetora, pois, a dimenséo da imagem de T é igual a dimens&o do contradominio R3,
cuja dimensao sabemos que € 3.

Satisfeitas as condicbes i e ii, T é bijetora. Encontremos, a seguir, a inversa da transformacao.
Sendo T definida como acima temos que:

T(1,0,0)=(1,1,0) = T-17(1,0,0) = T-%(1,1,0) = T-%(1,1,0) = (1,0,0)
7(0,1,0)=(0,0,1) = T-17(0,1,0) = T-1(0,0,1) = T—1(0,0,1) = (0, 1,0)
7(0,0,1) =(1,-1,6) = T-17(0,0,1) = T-}(1,-1,6) = T-}(1,—1,6) = (0,0,1)

1

Encontremos os escalares «, ( e v, tais que

(x,y,2) = a(1,1,0) + 3(0,0,1) + 4(1, —1,6) < o = X_;y,ﬁzz—3x+3ye”y: %
Segue que
=l g = (X;y) T-1(1,1,0) + (z — 3x +3y) T-1(0,0,1) + (X;y) T-1(1,-1,6)
=l g = (X;y) (1,0,0) + (z — 3x +3y) (0,1,0) + (%) (0,0,1)
T xy,z) = (X;’y,z—3x+3y,%)
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5.3.7. Verifiqgue, em cada caso, se a transformacao linear T; € um isomorfismo e, caso afirmativo,
determine a transformacéo inversa de T;, dada por T,.‘l.

(@) T2 : R? — R2, definida por Ta(x,y) = (x — y, x — y).
(b) T3 : R® — R3, tal que T3(x,y,z) = (x,y, —2).

Exemplo 5.19. Determine os polindmios caracteristicos, os autovalores e os autovetores do operador
T:R? - R2tal que T(x,y) = (—3x+ 4y, —x + 2y).

Solucdo: O polindmio caracteristico € dado pela equagdo P(\) = det(A — A/) em que A é a matriz
associada ao operador T, e assim, segue que, da transformacéo T (x, y) = (—3x+4y, —x+2y) temos
a matriz e o seguinte desenvolvimento:

A:{_?’ 4}:P()\):det(A—)\l):{_3 4}—%1 0}:‘_3_A N
-1 2 -1 2 01 i 2

M=(=3-2)2-X)+4=X2+X1+X-2=P()).

PN =0&A-1)A+2) =0 =1our=2
Agora fagamos o célculo dos autovetores de T.
i. A =1, temos

Logo, Entdo, temos que x = y. Portanto, os autovetores

—3x + 4y X - —4x+4y =0
—x+2y y —x+y=0
associados a A = 1 séo os vetores v = (x, x), x # 0.

)=

—3x+4y | | —2x
—X 42y - —2y

Ent&o, temos que x = 4y. Portanto, os autovetores associadosa A\ = —2sdodaformav = (4y,y),y #
0.

Logo,

5.3.8. Determine os polindmios caracteristicos, 0os autovalores e os autovetores dos operadores a seguir:
(@)T::R?2 — R? tal que Ti(x,y) = (x+y,x —y)

()T, : R? — R?, tal que Tp(x,y) = (—x, —y)

(€) T3 : R? — R?, tal que T3(x,y) = (y,2x +y)

. -3 1 .
Exemplo 5.20. Seja Y = { 43 ) } Determine o valor de Y>.
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Solucéo: Transformemos Y em outra matriz diagonal equivalente, em uma base conveniente,
calculando seus autovalores. Assim, facilitaremos as operacfes com a mesma.
e Calculo dos autovalores:

—3-x -1
=(-3-XA)-(2-X)+4=0
AN LGB H PR

-3 -1
Y:{ 3 }:M:det(Y—)\l):‘
4 2

—b+vb*—4ac  -1+£3

2
—2: =
AT+ A 0= A 2 >

= )\ = —2 e )\, = 1 autovalores de Y

Como os autovalores sao distintos a matriz € diagonalizavel e sua forma diagonal é dada por

1 0 1 0 1 0
S PR P P

e Calculo da matriz P (matriz dos autovetores):

—4 4] [ x| [o] —4 4y =0
Sea=1&M-X=0<« = & X+ Yy = —Xx+y=0=x=y
-1 1 % | 0 | —x+ y=0

Vi={(x,x),x e R} ={x(1,1),x e R} = vy = (1,1)

-1 4] [0 ] — 4y =0
Sel="2&5MX=0s N el & X+ &y = —x+4y =0= x =4y
-1 4] |y | 0 | —x+ 4y =0

Voo ={(4y.y)y eR} ={y(4 1),y eR} = v = (4,1)

1 4
Portanto, P = { _ } . Agora fagamos o célculo de P!

1 4|1 0 1 41 0 1 4|1 0 ) 4
1 0| —3 2
1101~031—1~01%_%N{ f?}
0 1 z —=
Ly — [ — L L2—>%L2 L1 — —4L, + L 3 3
1 4
BN
= p 1=
11
3 3
Logo, Y® = P - D% . P~ Entdo,
[_1 . LL% ﬂ+§] [_& E]
Y5{1—128}| 3 3|| 3 3 3 3 | | 3 3 ‘{—43 44}
SR R B -
3 3 3 3 3 3 3
5.3.9. Utilize a forma diagonal para encontrar A®> nos seguintes casos:
-3 4 2 2
A= b) A=
() {_1 2} (b) L :

5.3.10. Determinar m a fim de que sejam ortogonais os vetores u = (m+1,2) e v = (—1,4) do R?,

5.3.11. Ortonormalizar a base v; = (1,1,1),u2 = (1,-1,1),u3 = (=1,0,1) do R3, pelo processo de
Gram-Schmidt.
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