Fungoes Proposicionais e Quantificadores

* Predicados sao utilizados para falar sobre propriedades de
objetos, definindo o conjunto de todos os objetos que possuem
certa propriedade em comum.

*O conjunto definido por P(x) é escrito como {x | P(x)} (colecao
de todos os objetos para qual P é verdade).

Exemplo:
{x | x € um inteiro positivo menor que 4} ={1,2,3}.

P(x) é chamado de predicado e x de sujeito da proposicao.

P(x) € também chamado de uma funcao proposicional, visto
gue cada x produz uma proposicao.



Exemplos:Determine o conjunto verdade de cada
funcao proposicional em X(conjunto dos numeros
naturais).

a) P(x): “x+2>7” Solucao: {xeN: x+2>7}={6,7,8,...}.
b) Q(x): “x+2<0” Solucao: {xe: x+2<0}=2.

c) P(x,y): “x+y=5" Solucao: {(x,y)e N¥xN: x+y=5}=
={(1,4),(2,3),(3,2),(4,1),(0,5), (5,0)}



Os exemplos anteriores mostram que se
P(x) € um predicado definido em A,
entao:

P(x) pode ser verdadeiro para todo x
pertencente a A;

Algum x pertencente a A ou

Nenhum X pertencente a A.



Quantificador Universal ( V)

Se P(x) € um predicado definido em A, entao:
VxP(x) leia-se

“Para todo x em A tal que p(x) € uma

declaracao verdadeira” ou “Para todo x, P(x)”.

“Y” e dito quantificador universal

Note que a expressdo P(x) é uma sentenca
aberta e portanto ndo tem valor logico.



Exemplos:

a) Se P(x): “x+2>1" esta definida em X entao
VxP(x) é verdadeira.

b) Se Q(x): “x+2>8" esta definida em & entao
VxQ(x) é falsa. De fato, para x=1, 1+2<8.



Quantificador Existencial ( 3 )

Se P(x) € um predicado definido em A, entao:
3 xP(x) leia-se

“Existe um x em A tal que p(x) € uma

declaracao verdadeira” ou “Para algum X,

P(x)”.

“d” e dito quantificador existencial
Note que a expressdo P(x) é uma sentenca
aberta e portanto ndo tem valor logico.



Exemplos:

a) Se P(x): “x+2<1” esta definida em X entado
IxP(x) é falsa.

b) Se Q(x): “x+2>8" esta definida em & entao
IxQ(x) € verdadeira. De fato, para x=10,
10+2>8.



Notacao
Seja A = [2, 3, 5], ¢ seja plx) a sentenga “x € um namero primo” ou, simplesmente, “x € primo”. Entdio,

“Dois € primo ¢ trés € primo e cinco € primo™

pode ser denotada por
p2)Ap3)Ap(S) ou
que € equivalente i declaragio
— . V' xP(x)
nimero em A € pnmo
Analogamente, a proposi¢io
“Daois € primo ou trés € primo ou ¢inco € primo”
pode ser denotada por
p2) v pl3) v p(5) ou
que ¢ equivalente & declaragio

“Pelo menos um nimero em A € primo™ ElXP(X)



Negacao de declaracdoes com quantificadores

Teorema 4.6:
(a) ~VxP(x) = dx ~P(x).

(b) ~dxP(x) = V x ~P(x).

Contra-exemplo

0 Teorema 4.6 diz que mostrar que uma declaragio Y, plx) é falsa é equivalente a mostrar que 3 .x = p(x) € verda-
de ou, em outras palavras, que existe um elemento x, com a propriedade de que plx,) ¢ falsa. Tal elemento x, € dito
um contra-exemplo para a declaragio Vx, plx).



Negacao de declaracdoes com quantificadores
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Proposicoes categoricas

e TJodoAéB (universal afirmativa)

» Nenhum AéRB {universal negativa)

e Alpum AéB (particular afirmativa)

e Alpum AnaoéB (particular negativa)

 Todo AéB Vx(Ax — Bx)

Nenhum AéB | Vx(Ax — —Bx)
Algum A é B Jdx(Ax A Bx)
Alpum A nao é B | Ix(Ax ~ —-Bx)




Quantificacao maltipla

Os gatos sio pretos, € 0s cisnes 530 brancos.

A tradugio para a linguagem do CQC é dbvia:

Vx(Gx — Px) A Vx(Cx — Bx)

Se todos os gatos sdo pretos, entdo ndo existem gatos cor-de-
laranja.

Usando G, P e L para as propriedades envolvidas, teremos:

Vx(Gx — Px) = —3x(Gx A L),




Nem nl:wd::ns 0s gatos sao pretos, nem ha gatos maiores que Miau
que sejam cor-de-laranja.

Usando agora, além do que ja tinhamos, M para a relacio ‘x é maior
que ¥, obtemos

= Vx(Gx = Px) A —=3x((Gx A Mxan) A Lx).



Os casos mais interessantes envolvendo quantificadores, porém,
ocorrem quando ha mais de um quantificador e um ocorre dentro do
escopo do outro. Por exemplo, considere a sentenca ‘todos gostam de
alguém’. Ela pode ser parafraseada do seguinte modo: ‘qualquer que
seja x, hd um y do qual ele gosta', i.e.:

qualquer que seja x, ha um y tal que x gosta de Y.
Na linguagem do CQC, usando G para ‘x gosta de y":
VxIyGxy.

A propdsito, a ordem dos quantificadores é de fundamental im-
portincia. A férmula seguinte, parecida com a anterior, mas com a
ordem dos quantificadores invertida, diz algo bem diferente:

Iy VxGixy.



Digamos que queremos agora formalizar as sentencas ‘ha alguém
que nio gosta de ninguém’ e ‘ha alguém que nio gosta de todos’. A
primeira fica como s¢ segue:

T Vy—Gixy,

que diz que hd um x rtal que, qualquer que seja v, x ndo gosta de y.
Isto é, x ndo posta de nenhum y mesmo — nio gosta de ninguém.




Diferentemente disso, a segunda sentenga, que diz que alguém nio
posta de todos, é ambigua. Por um lado, ela pode estar significando
que ha alguém que, embora goste de algumas pessoas, ndo gosta de
todas elas sem excegdo. Isto &, temos o seguinte:

HI—IE}'GIT,

ou seja, para algum x, ndo € verdade que ele goste de todo e qualquer
y. Por outro lado, a sentenga ‘hé alguém que nao gosta de todos’ pode
também significar que hi alguém que nio posta de qualquer pessoa
-~ ou seja, que ndo gosta de ninguém. Neste caso, essa sentenga diz
0 mesmo que a primeira acima mencionada, e a férmula correspon-

dente é a mesma.



Mais um exemplo, neste caso envolvendo trés quantificadores: da-
dos trés individuos quaisquer, se o primeiro é pai do segundo, e o
segundo é mae do terceiro, entao o primeiro é avd {materno) do ter-
ceiro. Usando P, M, e A para as relagdes "x € pai de ¥', ‘x é mae de y’
e 'x € avdh materno de ¥, respectivamente, ficamos com

VxVyVz((Pxy A Myz) — Axz).

E algo ligeiramente parecido: se um individuo é avé materno de
outro, entao ha um terceiro de quem o primeiro € o pai, e que € mae
do segundo. Isto é: quaisquer que sejam x e ¥, se x ¢ avd materno de
¥, entdo ha um g tal que x é pai de 7 e z € mae de y. Ou seja:

VxVy{Axy — Jz(Pxz A Mzy)).




Todo marciano verde que € rico possui uma casa em Syrtis Major,

Suponhamos também que vocé deva fazer isso utilizando a seguinte
notagac:

M: x é um marciano; C: x é uma casa; _
G: x é verde: 5: x fica em Syrtis Major;
K: x € rico, P: x possui v.

Parece complicado, mas na verdade ndo é tanto. Para comecar,
note que estamos tratando de uma proposi¢io categdrica — uma uni-
versal afirmariva:

Todo [marciano verde que é rico] [possui uma casa em Syrtis
Major],

ou seja, o resultado final terd que ter a seguinte estrutura:

Vx(x é marciano, verde e rico  —  x possui uma casa
em Syrtis Major).  (6)




A primeira parte € ficil, pois ‘x é marciano, verde e rico’ equivale
a 'x é¢ marciano e x € verde e x é rico’. Em simbolos: ‘Mx A (Gx A Rx)'.
Podemos substituir isso em (6), ficando com:

Vx((Mx A (Gx ARx)) — x possui uma casa em Syrtis Major).  (7)

ha um vy, tal que y € uma casa, y fica em Syrtis Major, e x possui ¥.

Ou seja: Iy(Cy A (Sy A Pxy)). Substituindo isso em (7), temos a
solugdo:

Vx((Mx A (Gx A Rx)) = 3y(Cy A (Sy A Pxy))).

Nao ¢ uma beleza? E agora, divirta-se com os exercicios abaixo.
(Ahnal, o que vocé faria nas tardes de sibado se nio houvesse exer-
cicios de logica, ndo é mesmo!)




