Conjuntos, Relacdes e Funcdes

Introducdo a Teoria de Conjuntos

Uma colecdo de objetos, objetos agrupados, uma reunido de objetos,esta é a idéia intuitiva de
conjuntos. Note que ndo ha uma definicdo para conjunto, ou seja, “conjunto” é o que chamamos
de conceito primitivo. Os objetos que sdo reunidos em um conjunto sdo chamados de elementos

deste conjunto.

Assim, se A é um conjunto e b € um elemento de A, denotamos (escrevemos) da seguinte

maneira:

beA.
Assim, se b ndo é elemento de A, escrevemos

bgA.

Exemplo 1:

(a) Se Q é o conjunto de todos os quadrados e A € um paralelogramo, entdo AcQ. Se C € um
circulo, entdo C¢Q.
(b) Se G € o conjunto de todos 0s numeros pares, entdo 16€G, 3G, 5¢G.

(c) Se L é o conjunto de todas as solu¢des da equacdo x°=1, entéo 2¢L , 1eL, -1eL.

De um modo geral ha dois modos de escrevermos um conjunto:

1. Listando os elementos entre chaves e separando eles por virgulas, por ex.:
{a, b}, {x, v, z, w}, {A, B, C, D}, {1, 2, 3}.
Se o0 numero de elementos for grande normalmente utilizamos de reticiéncias:
{1,2,3,4,...,900}, {1,2,3,4,5,...}.

2. A partir de um a propriedade que determina se um elmento pertence ou ndo ao conjunto:

{X: x € um numero natural}, {x: x € um numero natural e x>4}, {p: p € um ndamero primo}.



De modo geral escrevemos: {x: P(x)}, sendo P(x) a propriedade satisfeita por x, comumente

também chamado de predicado.

RIGOR!! Se R={x:x#x}, entdo ReR ou R¢R ? Vejamos.
Se ReR entdo R«R.
Se R¢R entdo ReR.

O conjunto R é chamado de conjunto de Russel em alusdo a Bertrand Russel (filésofo,
matematico, pacifista, cientista,...). Assim, devemos ter cuidado na descricdo de conjuntos, 0s

elementos fazem parte de que universo? Onde podemos toma-los? (paradoxos...)

De modo geral, denotamos conjuntos do seguinte modo:
{xeM : P(x)}
Usaremos as seguintes convenc¢des para descrever certos conjuntos, a saber:
N={0,1,2,3,4,...} conjunto de todos 0s numeros naturais.
N.={1,2,3,4,...} conjuntos dos niUmeros naturais sem o zero.
z={...,-2,-1,0, 1, 2, ...} conjunto dos niUmeros inteiros.

Q= {x P X = % ,aeZ,beZ e b + O} conjunto dos nameros racionais

R denotara o conjunto dos nimeros reais.

Conjuntos, subconjuntos e conjunto das partes (conjunto

poténcia)

Definicdo 1. Um conjunto A é um subconjunto de B, denotado por AcB, se qualquer elemento

de A é também um elemento de B. A relacdo c é chamada de relacéo de incluséao.

Assim, AcB significa dizer que se xeA, entéo xeB.

CUIDADOQ!!! Nao confunda as relagoes € e c.
Se B={1, 2, 3}, entdo 1 é elemento de b (1eB), mas 1 ndo é subconjunto de B (1¢B). Agora o
conjunto A={1} é um subconjunto de B, isto é, AcB.

E importante sabermos distinguir objetos, a saber, 1 é diferente de {1}, {1} é diferente de {{1}}.



O conjunto que ndo possui elementos é chamado de conjunto vazio e sera denotado por .

Assim, J={x: x=x}.
Vejamos algumas propriedades da relagéo c .

Lema 1: & é subconjunto de qualquer conjunto, isto €, JcA, para qualquer conjunto A.
Demonstracao:
De fato, se existir um conjunto A tal que JzA, entdo deve existir um elemento do conjunto

vazio que nédo esta no conjunto A, o que é impossivel. Logo, YA para qualquer conjunto A. ¢

Lema 2: Para qualquer conjunto A, AcCA.
Demostracéo:

Segue diretamente da definicdo de — . ¢

Lema 3: Sejam A, B e C conjuntos quaisquer. Se AcB e BcC, entdo AcC.
Demonstracgéo:
Seja xeA um elemento qualquer, entdo xeB (pois AcB). Agora, como BcC, entdo xeC. Logo,

se XeA entdo xeC. Portanto, AcC. ¢
A proxima definicdo nos permite construir um novo conjunto a partir de um conjunto dado.

Definicdo 2: Se A é um conjunto, entdo P(A)={X : XcA} é chamado de conjunto das partes de

Assim, P(A) é o conjunto de todos os subconjuntos de A. Alguns leitores também denotam

P(A) como o conjunto poténcia de A.

Exemplo 2:

1. Se A={a} entdo P(A)={ Y, {a} }.

2. Se A={a, b} entdo P(A) ={ Y, {a}, {b}, {a,b} }.

3. Se A={a, b, c} entdo P(A) ={ G, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c} }.
4. P(D)={Z} (Lembre que O é diferente {} ).

Note que, se A possui zero elemento (A é o conjunto vazio), P(A) possui 1 elemento ( 2°
elementos); se A possui um elemento, P(A) possui 2 elementos ( 2* elementos); se A possui dois

elementos, P(A) possui 4 elementos ( 2° elementos); se A possui trés elementos, P(A) possui 8



elementos ( 2% elementos). Agora, se A possui n elementos, quantos elementos possui P(A)?

Vejamos.

Seja A={a;, ay, as, . . ., an}, €ntdo um subconjunto B de A pode ser escrito do seguinte modo:
B={ by, by, bs, ....bn}
Se ajeB denotamos bi=1 e se aj¢B denotamos b= 0. Assim, B={0, 0, 0, ...,0} significa dizer que
B=Y. Se B={1,0,0,0, 1, O, ..., 0} entdo B={ a3, as }, se B={1, 1, ..., 1} entdo B=A. Como para cada
elemento b; temos duas possibilidades 0 ou 1 e temos n elementos em B, entdo o namero de

conjuntos do tipo B é 2".

A proxima definicdo nos diz quando dois conjuntos sdo ditos iguais, isto € , possuem 0s

mesmos elementos.

Definicao 3: Dois conjuntos A e B sdo iguais se AcB e BcA. Denotamos por A=B.

Assim, para demonstrarmos que A e B sdo conjuntos iguais devemos mostrar que A é

subconjunto de B e que B € subconjunto de A.

Exemplo 3: Mostre que S={xeR : x*=1} e B={-1, 1} s&o iguais.

Conjuntos finitos e infinitos

Definicdo 4: Um conjunto M é finito se M= ou se existe um namero natural n tal que os
elementos de M podem ser numerados 1, 2, 3,...,n de tal modo que qualquer elemento de M

aparece exatamente na lista. Caso contrario M € um conjunto infinito.

Exemplo 4:
1. O conjunto {a, b, c, d} é finito, uma possivel numeracéo para este conjunto €:

1 para a, 2 para b, 3 para c, 4 para d (é claro que existe outras possibilidades pra listarmos o
conjunto).

2. O conjunto das solucBes da equacdo x*+23x-17=0 & finito.

3. Os conjuntos N, Z, Q, R séo infinitos.

4. O conjunto de todos os multiplos de 5 é infinito.



Inimeros sdo 0s casos em que ndo sabemos determinar se um conjunto € finito ou infinito.
Um dos problemas famosos de matematica foi o chamado Teorema de Fermat, a saber, para
quais nimeros naturais n existem nimeros naturais positivos a, b, ¢ tais que a"+b"=c". Se n é
igual a 2 nés obtemos a equacdo pitagoérica e por exemplo, a=3, b=4 e ¢c=5 é uma solucao.
Andrey Wiley recentemente mostrou que 2 € o Unico inteiro para 0s quais 0s numeros a, b e ¢
existem.

Outro problema relativo a conjunto finito ou infinito recai sobre pares de numeros primos, mais
precisamente, um par de numeros primos p e q € chamado de par de twin pair se p+2=q, isto €,
eles sdo numeros impares consecutivos. Por exemplo, (5, 7), (11, 13), (59, 61). Ndo sabemos se

existem infinitos pares de niumeros primos deste tipo.

Teorema 1: H4 infinitos nUmeros primos.

Demonstracao:

Seguindo a prova de Euclides, mostramos que para qualquer niamero primo p existe um
ndamero primo g maior que p. De fato, se p € o maior nimero primo, seja q=1x2x3x...xp. Entdo
g+1 nao é divisivel por 2, 3, 4, 5,..., p. Dai, gq+1 & divisivel por 1 e ele mesmo. E claro que g+1 é
maior que p, 0 que contraria a hipotese de que p € o maior nimero primo. Logo ndo existe o

maior niumero primo, ou seja, ha infinitos nimeros primos. ¢

Operacdes entre conjuntos

Nesta secdo vamos mostrar como obtermos conjuntos a partir de outros conjuntos.

Definicdo 5: Sejam A e B conjuntos, entao:

1. Aintersecdo de A e B, denotada por AnB é definida como
AnB={x : xeA e xeB}.

2. A unido de A e B, denotada por AUB é definida como
AUB={x : xeA ou xeB}.

3. O conjunto diferenca de A e B, denotado por A-B é definido como
A-B={ x: xeA e x¢B}.

Observacgoes:
Se AnB=Y dizemos que A e B sdo conjuntos disjuntos.
Alguns autores denotam A-B por A/B. A/B é chamado o complemento B com relagéo a A.

Se U é o conjunto universo, U/A € o complemento de A, denotado por —A.



AUB € o conjunto dos elementos que estdo em A ou B ou ambos, isto €, o “ou” ndo é

exclusivo.

Lema 4: Seja AcU, sendo U o conjunto Universo, Entéo:
1. AnA=A, AUA=A.

2. AnD=y, AUD=A.

3. AnU=A, AuU=U.

4. An-A=J, AU-A=U. ¢

Uma representacédo para as operacdes definidas sobre conjuntos é dada por diagramas de Venn.

ANB AUB U—(AUB) B-A

AuBULC AnBNC A-(BUC) (BLC)-A
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Lema 5: Sejam A, B e C conjuntos.
1. AuB=BUA , AnB=BnA. (Comutatividade)
2. (AnB)n=An(BNC), (AuB)UC=AU(BUC) (Associatividade). ¢

Distributividade, Leis de De Morgan e Tabelas

Considerando U como o conjunto universo, veremos no proximo teorema uma relacdo entre os

operadores U, N e —.

Lema 6 (Regras de De Morgan): Sejam A, B e C conjuntos.
1. - (AuB)=-An-B.
2. —(AmB) =-A U - B.
Demonstracao:
Prova de (1).
xe— (AUB) & x¢ (AUB) & x¢gA e x¢gB & xe- Aexe-B < xe - An-B
Portanto, — (AuB) = -A N -B.

Prova de (2) deixamos como exercicio. ¢

Note que se A e B sdo conjuntos, entdo para um elemento x qualquer de U segue quatro
possibilidades:

xeA e xeB; XeA e XxgB; XgA e xeB; xgA e xgB.

Assim, se “1” significa que x pertence ao conjunto que esta na coluna onde o 1 aparece e se
“0” significa que x n&o pertence a este referido conjunto, entda podemos montar tabelas para as

operacées U, N, —. Vejamos.

A B AuUB AnB
1 1 1 1
1 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 0




Temos abaixo a demonstracdo de uma das regras de De Morgan via tabelas.

A B “A B AUB —(AUB) ~An-B
1 1 0 0 1 0 0
1 0 0 1 1 0 0
0 1 1 0 1 0 0
0 0 1 1 0 1 1

Observe gque as duas ultimas colunas tem as mesmas entradas nos correspondentes lugares,

isto prova que os referidos conjuntos séo iguais.

Teorema 2: Para quaisquer conjuntos A e B segue que:
AUANB)=A, AN(AUB)=A Leis da Absorcéo.

Para finalizar a secéo segue resultado que revela acéo reciproca enter os operadores U e M.

Teorema 3: Para quaisquer conjuntos A, B e C temos:
A U (BNC) = (AUB) N (ALC), A N (BUC) = (AnB) U (ANC) Leis distributivas.



