SUBESPACOS VETORIAIS

Definicao

- Um subconjunto W de um espago vetorial V é chamado um
subespaco vetorial de V se W € um espago vetorial em
relacdo as operacdes de adicdo e multiplicacdo por escalar
definidas em V.

Se W é um conjunto de um ou mais vetores de um espaco
vetorial V, entdo W é um subespaco de V se, e somente se,
valem as seguintes condicdes.

(a) Se u e v sdo vetores em W, entdo a + v estd em W.
(b) Sel é um escalar gualquer e u é um vetor qualguer em
W, entdo [ u estd em W.



Qualquer espago vetorial ndo-nulo V tem pelo menos dois
suhﬂspaq,{:-s o préprio V € um subespaco e o conjunto {0} con-
sistindo apenas do vetor nulo de V é um subespago, chamado
subespaco nulo. Combinando isto com os Exemplos 1 e 2, nGs
nbte:mns a Sﬂgmnta hsta de subespagns de R*e R3 |

Subﬂspa{;us de Hz. A 'Subcspagns de R?* Al
e {0} .« {0} f
» Retas pela Dngem | e Retas pelaorigegm
e R? e Planos pela origem
o R3
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Seja W o conjunto de todos os pontos {x, y) em R? tais que x> 0
e y = 0. Estes sao os pontos do primeiro quadrante. O conjunto
W ndo € um subespaco de R? pois ndo € fechado na multipli-
cacdo por escalar. Por exemplo, v = (1, 1) esti em W mas seu
negativo (—1) v=-v = (-1, —1) ndo esta (Figura 5.2.3). *

(-1,-1)



Seja n um inteiro nfo-negativo ¢ suponha que W consiste de
todas as func¢des que podem ser expressas na forma

px} =ap+ax + -+ anx" (1)

onde ay, ..., 4, sio nimeros reais. Assim, W consiste de todos os

polinbmios de grau n ou menor. O conjunto W é um subespaco

do espago vetorial de todas as funcgdes reais discutido no

Exemplo 4 da se:;a{: pre:c:ﬂdﬂnte: Para ver isto, SEjﬂI‘ﬂ Peqos
polinbmios . . R |

p[.r} = .-::n == m..'-: + e axt e ._:__;-'{J:} "—-bu +hx+---F b{“.r“_l
Entido . - |
(p + @x) = p(x) + g(x) = (ag + bp) + (@1 + b)x + - - - + (@n + by)x"

(kp)(x) = kp(x) = (kag) -+ (kai)x + - -+ + (ka,)x"

Estas fun¢des tém a forma dada em (1), de modo que p+qe kp
estdo em W. O espaco ve:tﬂrla[ W deste exemplo serd denotado
pelo simbolo P,. . _ ¢
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Se AX = b € um sistema linear homogéneo de m equacées em
n incognitas, entdo o conjunto dos vetores-solucdo é um
subespaco de R".

que se X e X' sao quaisquer vetores-solu¢do e se k € um escalar
qualquer, entéio X + X' e kx também sdo vetores-solucdo. Mas se
X € X' sd0 vetores-solucdo entao
Ax=0 e Ax'=0
e portanto '
AX+x)=Ax+AX' =0+0=10

Akx) =kAx=k0 =10

0 que prova que X + X' e kx sdo vetores-solugéo. u



Definicao

Dizemos que um vetor w ¢ uma combinagdo linear dos
vetores v, v,,..., v, 8¢ W pode ser escrito na forma '

W= F:,v] + 'kzvz + e 4 kﬂ’r

onde kl, kz,m, sd0 escalares.

Se v, ¥,,..., V, sdo vetores em um espago vetorial V, entdo:

(@) O conjunto W de todos as combinacdes lineares de v,

Vy,..., V, € um subespaco de V.

(b) W é o menor subespago de V que contém v, v,..., V,,
no seguinte sentido. qualquer subespaco de V que con-
tém vy, Va,..., Vv, também contém W.



Definicio

Se S ={v,, v,,..., ¥} € um conjunto de vetores de um espago
vetorial V, entdo o subespago W de V que consiste de todas
as combinacOes lineares dos vetores em S € chamado o
espago gerado por v, Vs,..., V, & n0s dizemos que os vetores

Vi, Vo,..., V, geram W. Para indicar que W € o espago gera-
do pelos vetores do conjunto S = {v,, v,,..., ¥,}, nos escreve-
mOS ifREHAb

W=ger(5) ou W=ger v, V¥y... V)



(a) ger {v,, V,} € o plano pela origem determinado por v, e v,.



(b) ger {v) é a reta pela origem determinada por v



g I
T

g

o

e o
%.-'\'.-'
Lo

A T R
e =} -\.:.li"-."- .
o
iy ™ e
I R e S o B LT
R .I".\_.:-.-\.._;\:_':.-\.E.__
L A P ]

S
F = B o . i ¥ i

-'-._;_I" LY = ..-l:: o ook et L T

- ;q' e e T s e R Y e P

.\_- 'i i, ! . . oo .Fln-il-":'l:liLll ! A

Os polindmios 1, x, x2,..., x" geram o espago vetorial P, definido
no Exemplo 5, pois cada polindmio p em P, pode ser escrito
COIT1O

p=ay+ax+ -+ ayx"

que € uma combinagdo linear de 1, x, x?,..., x*. N6és podemos
denotar 1sto escrevendo

P =ger {1, x,x%,..., x"} ¢
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Determine se v, = (1 1,2),v,=(1,0,De v3 =(2, 1, 3) geram
o espago vetorial R>.

Solucdo.

N6s devemos determinar se um vetor arbitrario b = (b, b,, b5)
em R? pode ser escrito como uma combinagéo linear

b=kv:i+hkva+kvy

dos vetores v|, v, € V,. Escrevendo esta equacdo em termos dos
componentes di

(b1, b2, b3) =k (1, 1,2) + k2(1,0, 1) + £5(2, 1, 3)

ou .
(By, by, b3} = (ky + ko + 2ks, ky + k3, 2k + ka2 + 3ka)



Oou
kf + k2 + 2ka =
ky + k=b
2ky + ko + 3k = by

O problema portanto reduz a determinar se este sistema €
consistente para quaisquer valores de b,, b, e b,. Pelas partes ()
e (g) do Teorema 4.3.4, este sistema € consistente para quaisquer
b,, b, e b, se, e somente se, a matriz de coeficientes

A=

o B

1 2]
0 1
1 3

tem um determinante nao-nulo. Contudo, det (A) =0 (verifique),
de modo que v,, V, € V; ndo geram R°. ¢



Os conjuntos geradores ndo sdo unicos. Por exemplo, quais-
quer dois vetores ndo-colineares que estao no plano mostrado na
Figura 5.2.5 geram aquele plano e qualquer vetor ndo-nulo na
reta daquela figura gera aquela reta. Nos deixamos a prova do
seguinte teorema util como exercicio.

Se S ={v,, V..., V,} e §' = {w,, w,,..., W} sdo dois con-
juntos de vetores em um espaco vetorial V, entdo

ger (¥, Voo ¥, } = ger {W, Wy,..., W}
se, e somente se, cada vetor em S € uma combinagdo linear
dos vetores de S' e cada vetor em S' é uma combinagdo li-

near dos vetores de S.



INDEPENDENCIA LINEAR

Definicao

Se § = {v,, ¥,,..., V,} € um conjunto niao-vazio de vetores,
entdao a equagdo vetorial
kvi+kv, +---+ kv, =0
tem pelo menos uma solugéo, a saber,
k=0, k,=0,.., k=0
Se esta € a unica solugdo, entiio o conjunto S ¢ chamado %-

nearmente independente. Se existem outras solugdes, entio
S € um conjunto linearmente dependente.
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Mostre que os polindmios
) JLpl el L e
formam um conjunto linearmente independente em P,.

Solucdo.

Sejam p, = 1, p, = x, p, = X4..., p, = X" e suponha que alguma
combinacio linear destes polindmios € nula, digamos

-~ agpo +aipy +apr -+ app. =0



ou, equivalentemente,
ap +a1x + ax* + - - + a,x" =0 paratodox em (—o, ) (1)

Nus dE?EIHDE mostrar que:
| @g=a=ay=---= —{}

Para ver isto, lembre da ﬁ]gehra que: um pnlmumm ndo- nu!a de
grau » tem no mAximo » raizes distintas. Segue-se que ay=a,=
a,=---=a,= (), pois, caso contrério, teriamos por (1) que a, +
ax + ax* + - - - + a.x" é um polinémio ndo-nulo com infinitas
raizes. | L4 ¢



Um conjunto S de dois ou mais vetores é:

(a) linearmente dependente se, e somente se, pelo menos
um dos vetores de S pode ser escrito como uma combi-
nacdo linear dos outros vetores de S.

(b) Iineannema independente se, e somente se, nenhum
vetor em S pode ser escrito como uma cr:}mbmagaﬂ Im—
ear dos outros vetores de §. BRI

(@) Um conjunto finito de vetores que contém o vetor nulo
€ linearmente dependente.

(b) Um conjunto de exatamente dois vetores é linearmente
independente se, e somente se, nenhum dos dois vetores
é um miiltiplo escalar do outro.



método geral que possa ser utilizado para estabelecer a
dependéncia ou independéncia linear de fungdes em F (—=e, o),
nés iremos desenvolver um teorema que, as vezes, pode ser
usado para mostrar que um dado conjunto de fungbes € linear-
mente independente.

Sef, =fi(x), £, =f, (x),.... T, =1, (x) s8o funcdes n — 1 vezes
diferenciaveis no intervalo (—eo, =), entdo chamamos o determi-
nante da matriz

[ £1(x) fa(x) cee falx)
' ."{ } . e ;:
W) = f[:{xll_ | fg: x : f:{x]
AT A e 5800

o wronskiano de f,, f5,.... f, Como veremos a seguir, este deter-
minante € (til para decidir se as funcodes f,, f,,..., f, formam um
conjunto linearmente independente de vetores no-espago veto-
rial C" =% (—eo, o0),



Se as funcoes 1, £,,..., , tém n — 1 derivadas continuas no
intervalo (—eo, =) e se o wronskiano destas fun¢oes ndo é
identicamente zero em (—oo, o), entdo estas func¢des formam

um conjunto linearmente independente de vetores em
C®D (oo, o9)



Mostre que as fungdes f; = x e f, = sen x formam um conjunto
inearmente independente de vetores em C''(—oo, o2).

Solugdo.

No Exemplo 8 nés mostramos que estes vetores formam um
sonjunto linearmente independente observando que nenhum dos
dois vetores ¢ miiltiplo do outro. Para fins ilustrativos, vamos
obter este resultado usando o Teorema 5.3.4. O wronskiano ¢

A sen.x

M 1 cosx

= XCDSX —S5Enx

Esta funcfo ndo € identicamente zero no intervalo (-—eo, e=) (ve-
rifique), de modo que f, e f, formam um conjunto linearmente

independente de vetores. ¢



Mostre que f, = 1, f, = ¢* ¢ f; = ¢ formam um conjunto li-
nearmente independente de vetores em C ? (oo, o0),

Solugdo.
O wronskiano é

1 &*
Wix}= |0 &*
) e

X

4™

= 2"

Esta fun¢do néo € identicamente zero (mais que isto, esta funcio

nunca se anula) no intervalo (—ee, =), de modo que f,, L, ef, for-
mam um conjunto linearmente independente de vetores. *



OBSERVACAO. A reciproca do Teorema 5.3.4 € falsa. Se o wrons-
kiano de f|, £,,..., f ¢ identicamente zero em (—oo, o), entdo
nada pode ser deduzido sobre a independéncia linear de
{f,, £,...., I }; este conjunto de vetores pode ser linearmente
independente ou linearmente dependente. (Omitimos os deta-
lhes.)



Se V € um espaco vetorial qualquer e § = {v, V5,..., ¥} €
um conjunto de vetores em V, dizemos que S € uma base de
V se valerem as seguintes condigoes:

(a) S € linearmente independente.
(b) S gera V.

Unicidade da Representacdo em
Base

Se § = {v,, V,,..., V,,} € uma base de um espago vetorial V,
entdo cada vetor em V pode ser expresso da forma v = ¢V,
+ ¢V, + - - - + ¢V, de uma tinica maneira.



Sejam V um espago vetorial de dimensdo finita e
{V,, V5 ..., V,} uma base qualquer de V.

(@) Um conjunto com mais do que n vetores é linearmente

 dependente.
(b) Um conjunto com menos do que n vetores ndo gera V.

Um espago vetorial ndo-nulo V é chamado de dimensao
finita se contém um conjunto finito {v,, V..., V,} de
vetores que constitui uma base de V. Se nao existir um tal
conjunto, dizemos que V € de dimensdo infinita. Além
disto, consideramos o espaco vetorial nulo como sendo de
dimens&o finita.



Todas as bases de um espaco vetorial de dimensdo finita tém
0 mesmo niimero de vetores.

Definicao.

A dimensdo de um espago vetorial de dimensao finita V é
definida como o nimero de vetores de uma base de V e
denotada por dim (V). Além disto, definimos o espaco veto-
rial nulo como tendo dimenséo zero.



Seja S um conjunto finito de vetores em um espaco vetorial
V de dimensdo finita.

(@) Se § gera V mas ndo € uma base de V, entdo S pode ser
reduzido a uma base de V removendo vetores apropria-
dos de S.

(b) Se S é um conjunto linearmente independente que ndo é
uma base de V, entdo S pode ser ampliado para uma
base de V acrescentando vetores apropriados a S.

Se W € um subespaco de wn espaco vetorial V de dimenséio
Jfinita, entdo dim (W) < dim (V); além disto, se dim (W’} =
dim (V), entdo W= V.





