Introducao a Teoria dos Conjuntos

Ao comecarmos a falar sobre conjuntos, o primeiro passo deveria
ser tentar caracterizd-los de um modo preciso. Mas é naturalmente
muito dificil dar uma definicdo de conjunto; o méximo que podemos
fazer é tentar uma caracterizacdo intuitiva. A idéia basica é de que
conjuntos sdo colecdes de objetos. (Outros termos usados so ‘clas-
se’, ‘agregado’, e ‘totalidade’.) Uma tal caracterizago, obviamente, €
imprecisa: a idéia de colegio parece implicar que os elementos dessa
colecdo devam estar de alguma forma fisicamente préximos, ou que
tenham alguma coisa em comum. Isso, contudo, ndo é absolutamen-
te exigido dos elementos de um conjunto — até porque temos, pot
exemplo, conjuntos infinitos, onde fica dificil falar de proximidade.



Essa idéia intuitiva, contudo, deixa claro que conjuntos siao forma-
dos por objetos, os quais designamos pela expressio elementos. Entre
esses elementos, podemos ter também outros conjuntos. Para indi-
car que um objeto é um elemento de um conjunto, vamos utilizar o
simbolo €. Assim, se a letra F designa o conjunto dos fildsofos, e a
letra s denota Sdocrates, podemos representar a sentenca 'Socrates €
um fildésofo’ da seguinte forma:

se F.

No caso negativo — ou seja, quando quisermos dizer, por exemplo,
que Socrates ndo pertence ao conjunto dos filésofos — escrevemos

s¢g F.



Como vamos representar os conjuntos! Por exemplo, como re-
presentar o conjunto formado pelos individuos Pedro, Paulo e Maria!
Ou o conjunto dos estudantes de filosofia da UFSC! Ha pelo menos
duas maneiras de fazer isso:

Enumeracao: {Pedro,Paulo, Maria},

Na enumeracio, fazemos uma listagem de todos os elementos do
conjunto. Isso sé pode ser feito, contudo, com conjuntos gue tenham
um namero pequeno de elementos, como o conjunto descrito acima,
ou que tenham alguma “lei de geracio” facilmente reconhecida, co-
mo por exemplo o conjunto dos nimeros pares

10,2,4,6,8,10,...}.



Descrigftc;: {_x | x é um estudante de filosofta da UFSC}.

Nio se aplicando nenhum desses casos, a solucio € fazer uma des-
cricio do conjunto, o que se consegue por meio de uma propriedade
comum aos elementos do conjunto, e s6 a eles, como no caso aci-

ma dos estudantes de filosofia da UFSC.



Exercicio 4.1 Expressar em simbolos:

(a) b éumelementode A

!

(b) kndo é um elemento de B

() o conjunto consistindo nos elementos a, b e ¢

(d) b éum elemento do conjunto consistindo nos elementos ¢, b e ¢

&) o conjunto {b} é um elemento do conjunto consistindo nos elemen-

(0s 4, ¢, € 1o conjunto {b]



Alguns conjuntos merecem consideragio 4 parte. Por exemplo,
dada a propriedade ‘x & diferente de si mesmo’, podemos formar o

seguinte conjunto:

{x|x é diferente de x}.

Como, obviamente, ndo ha um individuo que seja diferente de si
préprio, o conjunto acima definido ndo tem elementos: é o chamado
conjunto vazio, que denotaremos pelo simbolo . Analogamente, ha
o conjunto dos x que sao idénticos a si mesmos: isto inclui todos os
objetos do universo. Temos neste caso, portanto, o conjunto universo,
que podemos denotar por U.



F

E preciso aqui fazer um comentario a respeito do assim chamado
“universo”. Na verdade, nfo existe um conjunto universal, contendo
todas as entidades do universo — o qual incluiria os outros conjun-
tos e também a si mesmo. (Ver observacges a respeito ao final deste
capitulo.) Assim, ao falarmos de ‘conjunto universo’, queremos com
isso indicar apenas o conjunto das entidades que nos interessa estu-
dar num certo momento: o universo de discurso de uma certa situagao.
Por exemplo, se tudo sobre o que estamos falando sdo gambas e qua-
tis, entio o conjunto universo U, neste momento, seria:

/= {x|x é um gamba ou x é um quati},

o que exclui, entio, as pessoas, as estrelas, e assim por diante. Numa
aula de matemadrtica, o universo incluiria, digamos, todos os nime-
ros, ¢ apenas eles. Resumindo, o assim chamado conjunto universo é
sempre relativo a uma situacio especifica.



Exercicio 4.2 H4 alguma diferenca entre Salma Hayek e {Salma Hayek}?
E entre os conjuntos @ e {1}



Voltando a falar do conjunto vazio, até agora estive me referin-
do ao conjunto vazio; mas serd que podemos afirmar que had apenas
um conjunto vazio! Sim; isto é garantido pelo chamado Principio de
Extensionalidude, que poderia ser formulado da seguinte maneira: se
temos dois conjuntos, A e B, com exatamente 0os mesmos elementos,
entdo se trata do mesmo conjunto, e ndo de conjuntos diferentes.
Ou seja, A =B. Em outras palavras, para um conjunto A ser diferen-
te de um conjunto B, é preciso que haja pelo menos um elemento em

A que nio esteja em B, ou vice-versa. Dessa forma, s6 hd um con-
junto vazio: se houvesse dois candidatos distintos, um deles teria de
conter um elemento que nio se encontrasse no outro. Por definigao,
contudo, o conjunto vazio nao contém nenhum elemento.



O principio de extensionalidade nos permite definir uma relagao
entre conjuntos: a relagdo de inclusdo. Se cada elemento de um con-
junto A for também elemento de um outro conjunto B, dizemos que
A estd contido em B, ou que A é um subcomjunto de B, e representamos
esse fato da seguinte maneira:

A cB.

Isso pode ser traduzido pela expressao ‘Todo (elemento de) A é
(elemento de) B’. Note que, mesmo que A e B sejam 0 mesmo con-

junto, ainda é verdadeiro que A C B.



Podemos definir, contudo, uma relagio de mclusdo prépria entre dois conjuntos:

AcB=4y4AcBeA#B.

Neste caso, dizemos que A € um subconjunto préprio de B, ou que
A estd propriamente contido em B.

E, claro, quando A e B tém exatamente os mesmos elementos, eles
530 0 MeSMO conjunto, o que representamos escrevendo que

A=B,

COMO Vimos acima.



Proposi¢ao 4.1 Sejam A, B e C trés conjuntos quaisquer. Entio:

(a) LCA,

(b) AcA;

(c) seAcBeBcCentinAcC;
(d seAcBeBcAentaoA=B:;
(e} seAcBentioA#B.



Prova. E facil ver que a propriedade (a), por exemplo, deve ser ver-
dadeira. Suponhamos que ndo seja o caso que @ c A. Ento deve
existir algum elementoa € @ eag A, Mas é impossivel que tenha-
mos algum a € &, pois o vazio no tem elementos. Logo, @ C A,
Vamos agora considerar (c). Suponhamos que Ac B e Bc C. Por
definigio, todo elemento de A pertence a B, e todo elemento de B
pertence a C. E imediato, entio, que qualquer elemento de A ¢
também elemento de C. Logo, Ac C.



OperacoOes sobre conjuntos

Uma outra maneira de caracterizar conjuntos, além de enumera-
cao ou descrigdo, € gera-los através de algumas operagoes. Por exem-
plo, dados dois conjuntos A e B, podemos formar o conjunto unido de
A e B, que denotaremos por

AuB.

Por defini¢fio, o conjunto A U B contém todos os elementos que s30
ou elementos de A ou elementos de B. Ou seja:

AUB=4{x|xe Aouxe B}.



Ura outra operagio ¢é a de intersecgdo: um elemento x pertence
3 interseccio de A e B se x pertence tanto a A quanto a B. Ou
seja, a interseccdo de dois conjuntos € o conjunto que contém 0s
elementos comuns aos dois. Em stmbolos, ANB, 0 que podemos definir
da seguinte maneira:

ANB=y{x|xe Aexe B},



Ainda uma terceira operado € a de complemer
U, o comp

verso U, e um conjunto A contido em

to: dado um uni-

emento de A, em

stmbolos A, ¢ o conjunto de todos os elementos que nao pertencent

a A, Ou seja:

A=j{x|xe Uexe A},



Além das operagdes de unido, intersecgao e complemento, temos
ainda a diferenca entre conjuntos, que representamos por A-B. Um
elemento x pertence ao conjunto A—B se x pertence A, mas nao a

B. Podemos definir isto da seguinte maneira:
A-B=4{x|xe Aexg B}.

Analogamente, B—A consiste em todos os elementos de B que
nao estao em A.



Dado um conjunto A, podemos também format 0 conjunto potencia
de A (ou conjunto das partes de A), que corresponde ao conjunto de

todos os subconjuntos de A, e que denotaremos por P(A). Podemos
defini-lo assim:

PA) =4 {X| X A}

Por exemplo, se A={1,2}, temos que

PA)={2,{1}, {2}, {1, 2}}.

De um modo geral, se um conjunto A tem n elementos, P(A) terd
2" elementos. Seja B={0,1,2}. Entio P(B) tem 8 elementos, a
saber:

PB)={,{0},{1},{2},{0,1},{0,2},{1,2},{0,1,2}}.



Gostaria de enfatizar que pares ordenados sdo um tipo particular
de conjunto. E se vocé estd imaginando como é que vamos obter a
idéia de ordem a partir de conjuntos (que nio tém ordem), o pequeno
truque a seguir resolve a questéo. Podemos definir um par ordenado
(x,y) da seeuinte maneira:

(6 =g {{xh Iy}



E facil ver, a partir dessa definicao, que o par (a,b), por exemplo, €
esmo diferente de (b,a). Pela definigdo, temos que

(a,b)={{a},{a,0}};

e que

(b,a)={{b},{b,at
Obviamente. 1{a}, {a,b}} é diferente de {{0}, {b,g}}



qululll\ﬂllbhj l I-'ll""l} L--? B

A nocio de par ordenado pode ser ainda generalizada: € assim que
nodemos falar de triplas ordenadas, que sio conjuntos de trés elemen-
s com uma ordem, por exemplo, as triplas (a,b,c) e {b,c,a), que,
"aturalmente, sio diferentes. De modo andlogo, temos as quddruplas
ordenadas, e, no caso geral, seqiiéncias ordenadas (ay,. ., 4n) de n ele-
mentos — as n-uplas, ou énuplas. Uma tripla ordenada (x,y,2) pode

ser definida a partic de um par ordenado, o par (x,{y,2)) — € assim

por diante.

™ 1



PU[ VALALLIL

Agora, 0 produto cartesiano de dois conjuntos A ¢ B, que denota-
mos por AXB, é simplesmente o conjunto dos pares ordenados {x,y)

onde xe Aeye B. Ouseja:

Para dar um exemplo, se A= {1,2} e B=1a, b}, o produto cartesiano

¢

AxB= {(l,a),(l,b),(z,a),(Z,b)}.



O produto cartesiano pode ainda ser generalizado para mais con-
juntos: AXBXC serd, assim, um conjunto de triplas ordenadas, com
o primeiro elemento de A, 0 segundo de B e o terceiro de C. No caso
oeral, o produto de n conjuntos, naturalmente, serd um conjunto de
énuplas.

Vocé pode também fazer o produto cartesiano de um conjunto por
ele mesmo. Neste caso, costuma-se usar A para denotar AXA; A’
para AXAXA etc. Obviamente, A" denota o produto de A por A n
vezes, e Al é o préprio A.



Exercicio 4.4 Expressar em simbolos:

(a) A é um subconjunto de B

b) A é um subconjunto préprio de B
¢) oconjunto unido de De )
d) ¢ éelemento da intersecgdo de Ae B

)
) ¢ 6 um elemento do complemento de B
) ando é um elemento do complemento da unido de M e N



Exercicio 4.5 Quais das seguintes afirmagdes sdo verdadeiras, e quais sdo

falsas’

@) c€face) o) {a}e {b{a}}

b) eg{abc) h) {a}e {c,{b},a]
2 ) cefabluidcel

€ {012l

1,2 0
L2} () Dcfabc

) {0,121 c{0
() {a.b}c{ab,c) k{0,112 c{3,2,54,6}
f) ae{oal} ) {Lbc{Lbein{4d1f,b}



Exercicio 4.6 Sejam A, B e C os seguintes conjuntos:
A={xy,z} B={2,4} C={r} D= la,b} E={1,4,8} F={4}

Calcule:

(a) AXB (0) Dx(B-E)

by BxC (h) (BnE)xF

(c) BxA (i) (EUF)XD

(d) DxFxB ) (CUF)X(A-{x})
() CxFxA k)  PA)

) E-B 0 PB)
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