Introducao a Teoria dos Conjuntos

Assim, uma relacdo binaria pode ser representada por meio de um
comjunto de pares ordenados, a saber, o conjunto dagueles pares onde
o primeiro é o pai do segundo. Para dar um exemplo, a relagio ‘x
é pai de ¥’ poderia ser representada pelo seguinte conjunto, onde o
primeiro elemento de cada par € pai do segundo:

{(Jodo, Maria), {Jodo, Antdnio), {Antdnio, Teresa), ... }.

Se dois individuos a e b estao numa relagio K, escrevemos que
Rab. No caso particular de relagdes bindrias, é também costumeiro
colocar o stmbolo da relacio entre os simbolos dos individuos: aRb.



Definicao: Uma relacao entre dois conjuntos A e B,

denotada por R(A, B), € um subconjunto de AxB.

Dizemos que R € uma relacao sobre A desde que RcAXA.

Dizemos que R € uma relacao de A para B se RcAxB.



Exemplo 1: Sejam A={1,2,3,4} e B={4,5,6,7}.

R={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4)} € uma relacao sobre A ;
S={(1,2),(3,4)} € uma relacao sobre A;
1={(1,4),(1,5),(4,7)} € uma relacao de A para B;
U={(4,4),(5,2),(6,2),(7,3)} € uma relacao de B para A;
V={(1,7),(7,1)} € uma relacao, mas nao de A para B

nem de B para A, nem sobre A e nem sobre B.



Ha duas maneiras de apresentarmos uma relacao:

* A primeira € apresentando o subconjunto de AxB, atraves de

seus pares ordenados (vide exemplo 1).

* A segunda € definindo uma regra, na qual escolhemos os

pares ordenados que satisfazem esta regra.



Relacoes a partir de uma regra:
* Sejam A=Kk e B=%R e a regra P(x,y): X € menor que .
O conjunto R={(a,b):a,beR e a<b} € uma relacao
sobre R.
* Sejam A=N e B=N e aregra P(x,y): x € divisivel pory.
O conjunto R={(a,b): b divide a} & uma relacao sobre

N.



Chama-se Dominio de R o conjunto D de todos os primeiros

elementos dos pares ordenados pertencentes a R.

Chama-se Imagem de R o conjunto IM de todos os segundos

elementos dos pares ordenados pertencentes a R.



Se um par (a,b) esta numa relacao R, dizemos
gque a esta relacionado com b pela relacao R e
denotaremos este fato por aRb ou (a,b)eR .

Relacao Inversa
Se R € uma relacao de A para B, dizemos
que R'={(b,a): aRb} é a relacao inversa de
R.



Exemplo 2: Sejam A={a, b, c}, B={1, 2, 3}.
a) Se R={(a,1),(a,2),(a,3),(c,3)}, entao
R1={(1,a), (2,a),(3, a), (3,c)}.

b) Se R={(1,5), (2,3), (4,4), (7,3)} entao
R1={(5,1), (3,2),(4, 4), (3,7)}.



Propriedades de Relacoes
a) Se para todo xeA, (x,x)eR; dizemos que R ¢ reflexiva.
b) Dados x, yeA, se (X,y)eR entao (y,x)eR; dizemos que R €
simetrica.
b) Dados x, yeA, se (x,y)eR e (y,x)eR entao x=y; dizemos que
R € antisimeétrica.
c) Dados X, y, zeA, se (x,y)eR e (y,2)eR entao (x,z)eR;

dizemos que R € transitiva.



Representacao geomeétrica de uma relacao sobre A

Sejam A={1,2,3,4,5} e R={(1,1),(1,2),(1,3),(3,1),(4,3)}.




Para tragar uma imagem de uma relagao de A para B, tragamos dois conjuntos de
pontos. O primeiro conjunto de pontos corresponde aos elementos em A; colocamos
esses pontos a esquerda da figura. Os pontos correspondentes a B aparecem a direi-
ta. Tragamos, entdo, uma setadea e A parabe B sempre que (g, b) estiver na relagao.
Por exemplo, sejam A =1{1,2,3,4,5/eR=1{4,5,6,7], e S a relagao {(1, 4), (1, 5),
(2, 5), (3, 6)). A segunda figura ilustra a relacao S.
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Trace ilustracoes das seguintes relacdes:

a) SejaA={ae N:all0}esejaR arelacdo | (divide) restrita a A.

b) Seja A ={1,2, 3, 4, 5] e seja R a relagao menor do que restrita a A.

¢) Seja A={1,2,3,4,5| e seja R a relagao = (igual) restrita a A.

d) SejaA={1,2,3,4,5| esejaB=12,3,4,5]. Consideremos a relagao 2 (maior do que
ou igual a) de A para B.

e) Sejam A=1{-1,-2,-3,-4,-5}e B={1,2,3,4,5,esejaR={(a, b):aec A be B, alb).




20 Funcdes

Intuitivamente, uma fungdo ¢ uma “regra” ou um “mecanismo” que transforma uma quan-
tidade em outra. Por exemplo, a fungéo f (x) = x* + 4 toma um inteiro x e o transforma no
inteiro 2 +4. A fungdo ¢ (x) = x| toma o inteiro x e retorna x, se x 20, e =1, se x < 0.

Nesta secao, vamos desenvolver uma visao mais abstrata e rigorosa das funcoes.
As fungdes sao tipos especiais de relagoes (reveja a Seao 11)

Recorde que uma relagio nada mais € do que um conjunto de pares ordenados.
Assim como esta definicao de relagdo foi, em principio, contra-intuitiva, assim também
a definicdo precisa de uma fungdo pode parecer estranha, inicialmente.



Definicdo 20.1 (Funcao)
Uma relagdo fé chamada fungio desde que (4, b) € fe (4, ¢) & fimpliquem b= c.

Enunciada de forma negativa, uma relagdo f nao é uma fungéo se existem 4, b, ¢
com (a,b) € fe(a,c)e fieb#c.
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Definicdo 20.5 (Dominio, Imagem)

Seja fuma fungao. O conjunto de todos os primeiros elementos possiveis dos pares
ordenados de f é chamado dominio de f e se denota por dom f. O conjunto de todos
0s segundos elementos possiveis dos pares ordenados de f se chama imagem de fe

se denota por im f.

Em outra notacao,

domf=(a:3b,(a,b)efl e imf={b:3a, (s b)e f.



Exemplo 20.6
Seja f={(1,2), (2,3), (3, 1), (4, 7)}. (Esta é a fungao do Exemplo 20.2.) Entao,

domf=1{1,234 e imf={1,237).

Exemplo 20.7
Seja f a fungdo do Exemplo 20.4, isto ¢,
f=l(x,y):x,ye Z y=x2),

O dominio de f é o conjunto de todos os inteiros e a imagem de f € o conjunto de
todos os quadrados perfeitos.



Definicdo 20.8 (F: A - B)

Seja fuma fungio e sejam os conjuntos A e B. Dizemos que “f é uma fungéo de A
para B” se dom f= Aeim f¢ B. Em tal caso, escrevemos f: A - B. Dizemos tam-
bém que “f € uma aplicagio de A em B”.



Temos uma forma alternativa para tragar graficos de fungdes f: A — B, onde Ae B
sao conjuntos finitos. Sejam A= {1, 2, 3,4, 5,6} e B={1, 2, 3, 4, 5} e consideremos a fungao
f: A — B definida por

f=1(1,2),(21) G 2) 44, (5 5) (6 2)}

Obtém-se uma ilustragao de f tragando-se dois conjuntos de pontos: um para A, a
esquerda, e um para B, a direita. Traga-se uma seta de um pontoa € Aa um ponto b €
B precisamente quando (g, b) € f, isto €, quando f (a) = b. Pela figura, € facil vermos que
im f={1, 2, 4, 5}.




Consideremos agora ¢ definida por

§=1(1,3) 1) 240, 2) 44 6,9),

Temos que g é uma funcdo de A=1{1,2,3,4,5,6) para B =1, 2,3, 4, 5)? Ha duas
razes por que g A - B é falsa.



Primeiro, 6 € Amas 6 ¢ dom g. Assim, dom g # A, como se pode ver na figura: nao
ha setas partindo do elemento 6.

Segundo, ¢ nao é uma fungao (de um conjunto arbitrario para outro). Note que
(2,1),(2,4) € g, 0 que viola a Definigao 20.1. A figura também ilustra este fato: hd duas
setas partindo do elemento 2.

Se fé uma fungdo de A para B (f: A B), sua figura deve satisfazer o seguinte: todo pon-
to  esquerda (em A) tem exatamente uma seta partindo dele e terminando a direita (em B).






Igualdade entre funcoes

Funcoes de A em B sao relacoes, isto ¢, sao subconjuntos
de AxB, portanto, duas funcoes f e g de A em B sao iguais se
as respectivas relagcoes sao iguais. Assim, domf=domg e

imf=img e f=g (f, gcAxB) .
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