Espacos Vetoriais

2.1 Definicdo. Um corpo € um conjunto K, munido de duas operacdes,

uma chamada adicao que, a cada par de elementos
a,be K, associaumelemento a+ b e K,

e outra chamada multiplicacao, que a cada par
de elementos a, b € K, associaumelemento a-b € K

satisfazendo as seqguintes condicdes:



Ki:a+ b= b+ a V¥ a, be K (comutatividade da adicao);
Ko:a+(b+c)=(a+ b)+c, Va, b, c e K (associatividade da adicao);
K;: existeumelemento 0 Ktalque a+0=a,vVac K

K4: para cada a € K existe um elemento —ac Ktalque a + (—a) =0

Ks: ab= ba,V a, b € K (comutatividade da multiplicagao);
Ks: a(bc) = (ab)c,V a, b € K (associatividade da multiplicacao);

K;: existeumelementol € Ktalquel-a=3,vV € K

Ks: paracada a € K,a # 0, existe a ! € K, também denotado

1
por _, talquea-a ' =1

Ko: a(b+c)=ab+ac,VabceK



2.2 Definicao.

Dizemos que um conjunto V # (), € um espaco vetorial sobre um corpo K se, e somente
se,

| - Existe uma operacéo de adi¢ao (u, v) — u + v em V, que verifica os seguintes axiomas:
At u+v=v+u¥u ve V(icomutativa);
A (u+v)+w=u+(v+w)V uv,w e V (associativa);

As: Existe em V um elemento neutro para essa adicao o qual sera simbolizado,

por0.Ouseja: {0 e V:u+0=u,YueV:

A,: Para todo elemento v de V existe o oposto que € indicado por (—u). Assim:

Vue V,I(—u)e Viu+(—u)=0;



Il - Esta definida uma multiplicacao de K x V em V,

0 que significa que a cada para (o, u) de K x V
esta associado um unico elemento de V, que se indica

por cu, €, para essa operacao, 0s seqguintes

axiomas sao verificados:
Mi: a(fu) = (af)u,Vue VevVa jeK;
My: (o + B)u =aupu,Vue Veva iecK,
Ms: e(u+v)=au+av,VuveVeiackK,
My: 1u = u, v € V.



Vejamos alguns exemplos de espacos vetoriais.

Exemplo 2.1. Os espacos vetoriais euclidianos E, R?, R*, R".

Exemplo 2.3. O conjunto M. ,(IR) & um espaco vetorial sobre R.

O vetor v = (x1,x,x3, ..., x,)eovetorv = (y1,v,¥3, ..., ¥n)
com a notacao matricial (matriz-coluna n x 1),

X1 Vi X1+ w Xy
X2 2. X2+ Y2 QX2
Xn |  Vn Xn + ¥n Xy |

u + v e aewy Na notacao matricial



Subespacos Vetoriais

2.6 Tearema. Seja V um espaco vetorial sobre K = R.
Um subespaco vetorial de V e um subconjunto W C V, tal que:

. W £ (), ou0e W( vetor nulo );
. Yu,ve W, u+ve W

m.vack, eVue W,auec W.

Vejamos alguns exemplos de subespacos vetoriais.

Exemplo 2.4. V = R*e W C V, um plano passando pela origem.



Exemplo 2.6. W = {(x,y,z) € R*|x + y = 0} é subespaco de k3.

Exemplo 2.7. A interseccao de dois subespacos vetoriais
do mesmo espaco V & tambem um subespaco vetorial de V.

Exemplo 2.8. V =[>. Un W é a reta de intersecédo dos planos Ue W.

2.4.1 Soma de Subespacos

Os espacos U e W sao retas que passam pela origem.
Entao, Un W = {0} e UU W e o "feixe”
formado pelas duas retas, que ndo é subespaco vetorial de 3.

Assim, U U W nao é subespaco de V.



2.7 Definicao.

Indicaremos por U + W e chamaremos de soma de U com W

U+ W={u+wlueclUewe W}.

Observeque U+ W = W + Ue U+ {0} = U,
para todos os subespacos U e W de V. Assim como &

verdadeque UC U+ We W C U+ W.

2.8 Proposicao. Se U e W sdo subespacos vetoriais de V
entdo U + W tambem e subespaco vetorial de V.



Combinacoes Lineares e Subespaco Gerado

2.11 Definicao. Sejam V' um espaco vetorial real

Vi, Vo, ..., vy, € V&ay, as, ..., a, NUMeros reais
Entdo, o vetor a1vi, da2V2, ..., 3nVy & um elemento
de V ao que chamamos combinacao linear de v, vo, ..., v,.

combinacao linear envolve apenas um numero finito de vetores!

W =[vi, v, ..., vl

{fve Viv=awvy +aw,...,apvn, a8, € R, 1 < i< n}

W € chamado subespaco gerado por vi, vo,..., v,



Exemplo 2.13. V=F3 ve V,v #N0.

Entdo [v] = {av : a € R} é a reta que contém o vetor v

Exemplo 2.14. Se v;, v € 3 sdo tais que av; # w

para todo « € [, entdo |vi, v»| sera o plano que
passa pela origem e contem v; e v,

Observe que se v; € [v, »], entdo [vi, v, vs] = [v, ]




Exemplo 2.15.
Os vetores e; = (1,0,0),e; = (0,1,0),e3 = (0,0,1)

geram o espaco vetorial R>.

Bases e Dimensao
Em outras palavras, queremos determinar um conjunto de vetores
que gere V e tal que todos os elementos sejam realmente

necessarios para gerar V.

tarefa de atribuir uma dimensao a certos espacos vetoriais.




2.5.1 Dependéncia Linear e Independéncia Linear

Seja V' um espaco vetorial sobre K.

2.14 Definicao.
Dizemos que um conjunto L = {u;, us, ..., usb < V
é linearmente independente (L.l.) se,

e somente se, uma igualdade do tipo
ity + ...+ apu, =10

com 0s «o; em IR, sO for possivelpara a; = ... = a, = 0.



Exemplo 2.19. Sejam v, v, vz € V = R>.

O conjunto {wv;, v», v3} € L.D. se os trés vetores estiverem no

mesmo plano, que passa pela origem.

Exemplo 2.20. Considere o espaco V = 2 e os vetores
e; = (1,0) e e = (0,1). O conjunto {¢;, e} € L.L., pois,

(v1€1 + rvoes = (0
a1(1,0) + a>(0,1) = (0, 0)
(cv1, 2) = (0,0)
vy =0ea, =0.



2.5.2 Propriedades da Dependéncia Linear

Se um conjunto finito L C V contém o vetor nulo, entdo esse conjunto é L.D.

SeS={ulcVeu#0,entdo SeL.l

Se S ={um,...,u; C VéL.D., entdo um dos seus vetores

e combinacao linear dos outros.

Se 5; e 5, sao subconjuntos finitos e nao vazios de V,
se 5, Cc S,e S éL.D, entdo S, também é L.D.




Se S5, e S, sdo subconjuntos finitos e ndo vazios de V,
se 5 C Se 5 el.l, entao S, também e L.I.

SeS={u,uw,...,u,} €L.I, e paraum certo v € V tivermos

Suiuvt={u,uwm,..., u,, u} L.D., entdo

SeS={u,..., Ui, ..., Up} € Uj = auy +...+au, entdo

15] =15 — 1y},




Base de um Espaco Vetorial Finitamente Gerado

2.15 Definicao.
oeja V' um espaco vetorial finitamente gerado.

Uma base de V e um subconjunto finito

W  V para o qual as seguintes condicOes se verificam:

. [W] = V;

. W e linearmente independente.



Exemplo 2.24. {(1,0),(0,1)} € uma base do R?.

Exemplo 2.25. {(2,0),(3,0)} nZo & base de R?, pois € um conjunto L.D.
Exemplo 2.26. {(1,0,...,0),(0,1,..., 0),..., (0,0,..., 1)} € uma base do R".
Exemplo 2.27. {(1,0,0),(0,1,0)} ndo é base de R>. E L.I., mas n&o gera todo R>
Exemplo 2.28. Os n+ 1 polindbmios 1, ¢,..., t"” formam uma base de P,(IR).

Exemplo 2.29. {(1,2,0),(0,1,-1),(2,0,1),(0, —4,1)} ndo € uma base do R’

As base dos exemplos 2.24, 2.26, 2.28
acima mencionados sao chamadas bases

candnicas dos espacos R?, R", P,(IR)



2.16 Proposicao.

Todo espaco vetorial finitamente gerado admite uma base.

Dimensao

Seja V um espaco vetorial finitamente gerado.
Denomina-se dimenséo de V (notagdo: dim( V))
0 numero de vetores de uma qualquer de suas bases

V' € um espaco vetorial de dimenséo finita.




Podemos constatar, portanto, que:

dim(R?) = 2;

dim(R") = n;
dim(Mpnyn(R)) = m - n;
. dim(P,(R) = n+1,

. dim({0}) = 0.

I



2.18 Teorema.

Seja V um espaco vetorial de dimensao finita.

Entdo todas as bases de vV tem o0 mesmo
numero de elementos.

2.23 Teorema.

Se U e W sao subespacos de um mesmo espaco vetorial V
que possui dimenséao finita, entao

dim(U) < dim(V) e dim(W) < dim(V).
Alem disso:
dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W).





