Espaco Euclidiano n-dimensional

Se n € um intetro posttivo, dizemos que uma seqiidncia
(a), &, ,..., a,) de nimeros reais € uma n-upla ordenada. O
Cﬂnjulltﬂ dﬂ todas as n-uplas ordenadas é t:hamaclﬂ 0 espago

n-dimensional ¢ denotado por R".
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Figura 4.1.1 O terno ordenado (a,, a,, ;) pode ser interpretado
geometricamente como um ponto ou um vetor.

OBS.: Adicao e subtracao de vetores de modo
usual



Propriedades de Vetores em R

Se uw = (U, Uypuory 8, V= (v, Ugporoy 1) € W =
(W, Wy..., w,) sdo vetores em K" e k e | sdo escalares,

(@u+v=v+u Bhu+(v+w={u+vi+w
Au+0=0+u=u (@u+—w=0 ouseja,u—-u=1
(&} k{lu) = kl(u) (fYl(w+v)=h+lv

@) (k+Dv=kv+iv (h)lu=nu



Produto interno euclidiano
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Propriedades do Produto Interno
Euclidiano

Se W, v e w sdo vetores em R™ e [ é um escalar, entdo:

{a}u-v=v;u .(h)(u+v}-'ﬁ='u-_w_+v-w
() (Iw)-v=I[{u-v) (v -v20 Além disto,v - v=10
se, € somente se, V _'= (.




O Teorema 4.1.2 nos permite efetuar contas com produtos inter-
nos euclidianos praticamente da mesma maneira que as efetu-

amos com produtos aritméticos comuns. Por exemplo,
(3u -+ 2%) « (4u +v) = (3u) - Gu+ v} + (2v) - {(du + v) o
= (3u) + (du) + Gu) - v + (2v) - (du) + (2v) - v .
= 12(u-w) +30-V) + B(v - 1) +2(v-v)
=i12(u-ud 4 1o v)+2(v-v)



Norma e Distincia no Espaco Euclidiano
n—~dimensional Por analogia com as férmulas familiares
do R* e R°, nos definimos a norma euclidiana {(ou o compri-
mento euclidiano) de um vetor u = (”p s, .., 1, ) eM R" por

(1)

[Compare esta formula com as Férmulas (1) e (2) da Secio 3.2.]
Da mesma furma, a distdncia euclidiana entre os punl‘.{}s u
ooy un) cI::u J'?:"E é deﬁmda por-
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A Desigualdade de Cauchy-
$chwarz em R"

SE “ = (H'Ii. uiiill! H"') E .‘? — (UI, U‘E,I!!‘ 'Un} Sﬁﬂ vﬁtﬂrﬂs Em Rn!
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Nos omitimos a prova, peis adiante neste texto demonstraremos
uma versao mais geral deste teorema. No entanto, para vetores
do R* e R°, este resultado ¢ uma conseqiiéncia simples da
Férmula (1) da Se¢éo 3.3: Se v ¢ v sdo vetores ndo-nulos do R2
e R,

jue vl = {ullvlcos& = [ulfvi}cosd| < [lull|v] (3)

€, se = ou se v =0, entiio ambos 0s lados de (3) sdo zero, de
modo que a desigualdade vale também neste caso.



~ Propriedades do Comprimento
em R”

Se W, v e w sdo vetores em R” e k é um escalar, entio:

(@) |lujf 2 ¢ (D) ||uf| = 0 se, e somente se, u= 0
(©) [|&vli = [E[[Iv]] (@) [ju+v[}<[lu] + v

(Desigualdade trianguiar)

kv

(@) kvl =1kIllvll . (D) lla+ vl < [fall + [+l



; - Fiuﬁfiédaﬂéi da Distincia em R"
Se 1, v e w sdo vetores em R, entdo:
(a) dla, v) = 0 - b)Y d(u, v) =0 se, € somente se,u =¥

(€) d(u, v) =d(v, u) (d}du, v) <d(u, w) + d(w, v)
| (Desigualdade triangular)
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FOTINIC a0

Dois-vetores u e v em K" sfo orfogenais seu - v = (.



Teotemad. 1.6

Se u e v sdo vetores em R" com o produio interno euclidi-
ano, entdo . A
wev=glu+ v — jllu— v (6)



As propriedades dos vetores ortogonais serdo discutidas
com matis detalhe mais adiante no texto, mas agora observamos
que muitas das propriedades familiares de vetores ortogonais
dos espagos euclidianos R? ¢ R* continuam valendo no espago
euclidiano R”. Por exemplo, se u e v sdo vetores ortogonais de
R? cu de R°, entdo u, v € u + v formam os lados de um tridngu-
lo retingulo (Figura 4.1.4); assim, pelo Teorema de Pltaguras

o+ v|I* = Ju)? + [[v]?




O Teorema de Pitagoras em X"

Se u e v sdo vetores ortogonats em R" com o proditlo inter-
no euclidiano, enido
I+ v = [[uli® + [[¥]”



Nota¢des Alternativas para Vetores em R~
Muitas vezes € (itil escrever um vetor u = (¢, #,..., u4,) de R”
em notagdo matricial como uma matriz-linha ou uma matriz-
coluna:

ty

] '
u= 1| "| ou wu=[m "y - ity]

_le _11'1_ H] + HI ) -T.-Il__. -kU'I-

| 12 Ua | uy + e kvq
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Uma Férmula Matricial para o Produto Escalar
Se nos usarmos a notacio de matrizes-coluna para 0s vetores

N ' ™

L) vy
e v=

u"_l _r.”ﬂ._

¢ omifirmos o colchete de matrizes 1 x 1, entdo teremos
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=fgm -+t Fipn]l=[-vl=u-v

Assim, para vetores na notacdo de matrizes-coluna nos temos a
seguinte formula para o produto interno euclidiano:

(I
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Um exemplo de um sistema linear expresso no formato (11} de
produto escalar é:

Sistema Forma de Produto Escalar

3% — 43 + x3=1 (3, =4, 1) - (31, x3, x3) 1]
2x) — Txy — 4I3 =3 | : {211 _?? '""4) * {-":1! X4 xﬂ] = |3 »

X +5Iﬂ _EI3=U L(l:-j: “B}'{IhIE:I?J _ﬂ_“






