COLECOES

6 Listas

Uma lista é uma seqiiéncia ordenada de objetos. Escrevemos uma lista abrindo um
paréntese, seguido pelos elementos da lista separados por virgulas, e fechando o parén-
tese. Por exemplo, (1, 2, Z) é uma lista cujo primeiro elemento é o nimero 1, cujo segun-
do elemento € o numero 2, cujo terceiro elemento € o conjunto dos inteiros.

A ordem em que os elementos figuram na lista é significativa. A lista (1, 2, 3) nao
é a mesma que a lista (3, 2, 1).

Uma lista pode conter elementos repetidos, como (3, 3, 2).

O niimero de elementos em uma lista é chamado seu comprimento. Por exemplo, a
lista (1, 1, 2, 1) tem comprimento quatro.

Uma lista de comprimento dois tem um nome especial: é chamada par ordenado.

Uma lista de comprimento zero é chamada lista vazia e se denota por ( ).



0 que significa duas listas serem iguais.

Duas listas sao iguais se tém 0 mesmo comprimento e se 0s elementos nas posigoes
correspondentes nas duas listas sao iguais. As listas (a, b, ) e (x, y, z) sdo iguais se e
somentesea=x,b=yec=z.

Linguagem matematica! Outra expressdo que os matematicos usam para listas é upla. Uma lista de
n elementos é conhecida como uma n-upla (énupla).



Contagem de Listas de Dois Elementos

Nesta se¢ao, vamos abordar questoes do tipo: Quantas listas podemos formar?

Exemplo 6.1

Suponha que queiramos fazer uma lista de dois elementos, onde os valores da lista
podem ser quaisquer dos quatro algarismos 1, 2, 3 ou 4. Quantas listas sao pos-
siveis? A abordagem mais direta para responder a essa pergunta consiste em escre-
ver todas as possibilidades.



(L1) (1,2) (1,3) (1,4)
(2,1) (2,2) (2,3) (2,4)
(3,1) (3,2) (3,3) (3.4)
(4,1) (4,2) (4,3) (4.4)



Perguntemos entdo: Quantas listas de dois elementos sdo possiveis quando h4 »
escolhas para o primeiro elemento e m escolhas para o segundo elemento? Suponha que
08 elementos possiveis na primeira posicio da lista sejam os inteiros 1 a n e que os ele-
mentos possiveis na segunda posicio sejam os inteiros 1 a m.

Construimos uma tabela de todas as possibilidades como anteriormente:

(I, 1) (1,2) - (1, m)
2, 1) (2, 2) . (2, m)
(n,1) (n 2) . (n, m)

Ha n linhas (para cada primeira escolha possivel), e cada linha contém m valores.
Assim, o ntiimero possivel de tais listas é

gn+m+...+m}=mxn

~
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Principio da Multiplicacao

Consideremos sequencias (listas) de dois elementos em que ha
n escolhas para o primeiro elemento e, para cada uma destas
escolhas, ha m escolhas para o segundo elemento. Entao o

numero de listas € nxm.



Examplo 6.3

As iniciais de uma pessoa constituem uma lista formada pelas iniciais de seu
primeiro e seu tltimo nome. Por evemplo, as iniciais do autor sio ES, De quantas
Mmaneiras podemos dispor as iniciais do nome de umapessoa? De quantas maneiras
podemos dispor essas iniciais de maneira que as letras sejam diferentes’



A primeira questo pede o ndmero de listas de dois elementos onde h 26 escolhas
para cada elemento. Hd 262 listas,
A segunda questio pede o nimero de listas de dos elementos onde hd 26 escolhas

paa 0 primeiro elemento e, para cada uma dessas escolhas, 25 escolhas do segun-
do elemento. Hd, pois, 26 x 25 de tais listas



Qutra maneira de res]Jonder a segunda questao no Exemplo 6.3 ¢ a seguinte: h
J6¢ maneiras de compor s iniciais (admitidas as repeticoes). Dessas, ha 26 conjuntos
‘maus” de iniciais em que h uma repeticao, a saber, AA, BB, CC .., ZZ. As listas

restantes sa0 as que, desejamos contay, havendo, assim, 262~ 26 possibilidades. Como 2
X2 = 26 X (26-1) =26~ 26, as duas respostas concordam




1

Note que escrevemos as tespostas a essas questdes como 267 26 x 25, e nio como
076 & 630. Embora as duas respostas se]am corretas, as respostas 26° e 26 x 25 sio prefe:

rves, porque retém a esséncia do raciocinio usado em sua deducio. Alé di

versao de 26% e 26 % 25 para 676 e 65) ndo tem interesse e pode s feita fac
qualquer pessoa com uma calouladora

1550, 2 CON-
Lmente por



Exemplo 6.4

Um clube tem dez membros que desejam eleger um presidente e um vice-presi-
dente. De quantas maneiras é possivel preencher os dois postos?

Reformulamos essa questdo como um problema de contagem de lista. Quantas listas
de duas pessoas podemos formar, onde as duas pessoas na lista sio escolhidas de uma
colegdo de dez candidatos, a mesma pessoa ndo podendo ser escolhida duas vezes?
Ha dez escolhas para o primeiro elemento da lista. Para cada escolha do primeiro
elemento (para cada presidente), hd nove escolhas possiveis para o segundo ele-
mento da lista (o vice-presidente). Pelo principio da multiplicagio, h4 10 x 9 pOssi-
bilidades.




Vamos aplicar o principio da multiplicagdo a listas mais longas. Consideremos
uma lista de comprimento trés. Suponha que tenhamos # escolhas para o primeiro ele-
mento da lista, e para cada escolha do primeiro elemento haja b escolhas para o segundo
elemento, e ¢ escolhas para o terceiro elemento. Assim, ao todo, hd abe listas possiveis,
Para ver por que, imaginemos que a lista de trés elementos consista em duas partes: os
dois elementos iniciais e 0 elemento final. Hd ab maneiras de escolher os dois primeiros
elementos (pelo principio da multiplica¢do!) e ¢ maneiras de completar o ltimo ele-
mento, uma vez especificados os dois primeiros. Assim, novamente pelo principio da
multiplicacdo, hd (4b)c maneiras de completar as listas. A extensdo dessas idéias a listas
de comprimento quatro ou mais é andloga.



Exemplo 6.5

Voltemos ao Exemplo 6.4. Temos um clube com dez membros e desejamos eleger
uma diretoria composta de um presidente, um vice-presidente, um secretdrio e um
tesoureiro. De quantas maneiras podemos fazer essa escolha (admitindo que nenhum
membro do clube possa preencher dois cargos)? Tracemos o diagrama a seguir:

Presidente  Vice-presidente  Secretdrio Tesoureiro

100 [9] [8] [7

Isso nos mostra que hd dez escolhas para presidente. Escolhido este, hd nove esco-
lhas para o vice-presidente, havendo, pois, 10 x 9 maneiras de preencher os dois
primeiros postos. Preenchidos estes, hd oito maneiras de preencher o préximo
posto (secretdrio), havendo (10 x 9) x 8 maneiras de preencher os trés primeiros
postos. Finalmente, preenchidos os trés postos, hd sete maneiras de escolher o
tesoureiro; hd, pois (10 x 9 x 8) x 7 maneiras de selecionar a chapa de dirigentes.




Quando se admitem repetigdes, temos 1 escolhas para o primeiro elemento da
isa, 1 escolhas para o segundo elemento da lsta, e assim por diante, até n escolhas para
o tltimo elemento da lista. Ao todo, hd

Ln><n><...><nj=n‘< (1)
—
k vezes

listas possiveis.



Suponha agora que preenchamos a lista de comprimento k com 1 valores possi-
veis, 3o se admitindo, agora, repetigdes. Ha 1 maneiras de selecionar o primeiro elemento
da lista. Feito isso, ha - 1 escolhas para o segundo elemento da lista, # - 2 manetras
de preencher a terceira posicdo, etc, e, finalmente n - (k - 1) = n - k + 1 maneiras de
preencher a posigio k. Portanto, o mimero de maneiras de compor uma lista de com-
primento k onde os elementos so escolhidos de um universo de n possibilidades, ndo

se admitindo dois elementos iguais na lista, é

nx[n=1]x[n=2]x . x[n-(k-1) 2)
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Como a expressdo n{i - 1)(n -2) .. (n -k + 1) ocorre com bastante fregiiéncia, h
uma notagdo especial para ela, a saber:
(M =nln-1n-2)..(n-k+1)

A notagdo especial para n{n-1)... (1 k+ 1) é {n),. Uma notagdo alternativa, ainda em uso em alqu-
mas calculadoras, & P,

Anotacio é chamada fatorial fncompleto. Resumimos nossos resultados sobre listas
com ou sem repeticio, utilizando concisamente essa notagao.



Teorema 6.6 .
0 niimero de listas de comprimento k, cujos elementos sdo escolhidos de um con-

junto de n elementos possiveis, ¢

r

nk  caso se permitam repeticoes
(), caso ndo se permitam repeticoes

.
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