Capitulo 6

2°modo:
Vamos usar a es de adicdo de matrizes:
XA B G AR R R C R G S R)= 5 A= C—Bs X AL A = C— B+A=
Assim: b= :
Pense nisto: Use propriedades da adicdo de matrizes
Dpara obter outra solucdo para o exercicio resolvido 3.
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Matrizes

Multiplicacdo de um namero real por uma matriz

Definica

Seja a matriz A = (aij)m «» & k um namero real. 0 produto de k pela matriz A (indica-se: k - A) é a matriz
B = (b)) . emque b; =k - a, paratodoi € {1, 2, ..., m} e para todo j € {1, 2, ..., n}.
Isso significa que B € obtida de A multiplicando-se por k cada um dos elementos de A.

Observe 0s casos a sequir:
=seA=(2 4 7) entio3-a—(6 12 21)

Z 3
-SeA=[1% g],entio%-A= 5%.
=4 R
mSeA=|, , entdo (—2) -A=[ e ~2\I§J_
e 0 =il @ 0
2
Propriedades

Sejam k e £ nimeros reais e A e B matrizes do mesmo tipo. Valem as sequintes propriedades:
Lk-({-A)=(k-4%-A
Ik - (A+B)=k-A+k-B
M. (k+€¢) -A=k-A+¢-A
IV1-A=A
A titulo de exemplo, facamos a prova da propriedade II. As demais sdo andlogas.
Dadas as matrizes A = (a ) eB = (b)) e sendo k € R, temos:

I/m X n mXxXn

k-(A+B)=C=(c) k-A=D=(d), ., ek-B=E=(e

m X n’ mXxn ij)mxn

Vamos mostrar que C = D + E.
Para todoi € {1, 2, ..., m} e todo j € {1, 2, ..., n}, temos que:

¢y =k-(3; + by
Usando a propriedade distributiva da multiplicacio em relacdo a adicdo, para niimeros reais, vem:
c.=k-a +k-b.=d +e.
1 hi) 1j 1j 1

Dai, podemos concluir que C = D + E, isto é: k - (A + B)=k-A+k-B

Exercicios

1

30.0 el e h e 4 1

-Dada a matrizA = T . obtenha as matrizes: 3 2.Sejam asmatrizesA=| 2 1 3 |eB= (b, .,

1 R0

A A 2 =y & J-2-A em que b, = 2i—3j. Determine as matrizes:

3 1.Sejam asmatrizezsA=|1 5 [eB=|-1 6 3 T
33.Resolva a equacao matricial:
@ 7 9 8
Determine as seguintes matrizes: [—7 2 1 ] e [H ¢ 2 )
a) 3A+B b) A—3B 6 4 =3 8 12 5
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Capitulo 6

A tabela abaixo representa as notas obtidas em um curso de espanhol pelos alunos X, Y e Z, em cada
bimestre do ano letivo.

Para calcular a nota final do ano, o professor deve fazer uma média ponderada usando como pesos, respec-
tivamente, 1, 2, 3 e 4. Assim, a média de cada aluno serd determinada pela formula:
(1°bim. X 1) + (2¢bim. X 2) + (3°bim. X 3) + (4°bim. X 4)
i L1r2FgHa

que equivale a fazer:
(12 bim. X 0,1) + (2°bim. X 0,2) + (32 bim. X 0,3) + (4° bim. X 0,4)
Podemos representar a tabela das notas bimestrais pela matriz:
/8 N6 SO
A=|4 5 5 7
8 7 9 10

Vamos representar os pesos dos bimestres pela matriz:

0,1
B=|02
0,3
0,4

Vamos calcular as médias dos alunos:
= aluno X: (7 X 0,1) + (8 X 0,2) + (6 X 0,3) + (8 X 0,4) = 7,3
= aluno Y: (4 X 0,1) + (5 X 0,2) + (5 X 0,3) + (7 X 0,4) = 5,7
= aluno Z: (8 X 0,1) + (7 X 0,2) + (9 X 0,3) + (10 X 0,4) = 8,9
Essas médias podem ser registradas em uma matriz C, que é o produto da matriz A (notas) pela matriz B (pesos):

7,3
E=|57
8,9
A ideia utilizada para obter a matriz C sera usada agora para definirmos matematicamente a multiplicacio

de matrizes.
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Matrizes

Dadas as matrizes A = (B CE= (bjk)n « - Chama-se produto de A por B, e se indica por A - B, a matriz
C= (cik)mxp, emquec, =a, -b,+a,-b, +a,-b, +..+a -b ;paratodoi€ {1, 2, ..., m}e todo
o= T, 7 on, 101

Acompanhe o procedimento que devemos seguir para obtermos o elemento ¢, da matriz C:

1?) Tomamos ordenadamente os n elementos da linha 7 da matriz Az a, a, ..., A @
2?) Tomamos ordenadamente os n elementos da coluna k da matrizB:b_, b, ..., hES @
3%) Multiplicamos o 1°elemento de @ pelo 12elemento de @ 0 22elemento de @ pelo 22 elemento de (2),

e assim sucessivamente.

4?) Somamos os produtos obtidos.

Assim:
6, =3, B e bR Ea e
& T
Observacoes
= A definicdo garante a existéncia do produto A - B se o0 niimero de colunas de A é igual a0 nimero de
linhas de B.

= A matriz produto C = A - B é uma matriz cujo niimero de linhas é igual ao namero de linhas de A e o
nimero de colunas € igual ao niimero de colunas de B. Observemos o esquema abaixo:

A - Baxp = Cmxp
garante a existéncia
do produto
. )
1
——— 1= =2
o : F8s 1
E Dadas as matrizes A = L e B=|0 5 | vamos determinar, se existirem, AB e BA.
ol
g = Como A é do tipo 2 X 3 e B é do tipo 3 X 2, seque que C = A - B existe e & do tipo 2 X 2.
>
g

B, G
Escrevendo os elementos de C em sua forma genérica, temos C = [ & 12) ;
2X2

CZ‘.I c22

Da definicdo, vem:
°c, (linhaldeAecolunaldeB):c,=2-1+3.0+1-4=56
2 |3 i
0
4

°c,(linhaldeAecoluna2deB):c,=2-(2) +3-5+1.-1=12

23 1 —2
| 5
1
°c, (inha2deAecolunaldeB):c, =(-1)-1+0-0+2-4=7
=18 08 2 1
0
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Capitulo 6

s ¢, (linha 2'de/A e colima2deB)ze, = (—1) - () £0-5+2.-1=4

o 2

(=}
™

u1

s, € = (5 12].

7 4
= Como B & do tipo 3 X 2 e A & do tipo 2 X 3, segue que D = B - A existe e & do tipo 3 X 3.
i =7 11 diz d13
: = a8 ha)
Assim, D =| g 5 (_1 9 2]— el b, Gy
4 A d31 d32 d33

Aplicando a definicao, vem:
o d [(inhafideiBlefcolnmatifdelAYAd. =122 t1(E2) - (FL)F=+4

°d, (linha3deBecolunaldeA):d, =4-2+1- —1) =7

il
=N

o
Il
=
Ny

*d, (linha3 deBecoluna2deA):d,=4-3+1-

° d,, (linha 3 de B e coluna 3 de A:d, ,=4-1

' |

+
=
™
Il
()%

!
=
L N

4. 353
Logo,D=|-5 0 10
7oE (@
Observe, neste exemplo, que C = A - Bé uma matriz2 X 2e D = B - A é uma matriz 3 X 3.)
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Matrizes

Dadas as matrizes A = [_1 2} eB = [1 = ] vamos determinar, se existirem, A -Be B - A.
0 5 1)

Como A é do tipop 2 X 2 e B t_zirrﬂ:u_ém, concluimos que existem A - B e B - A, pois:
Bl S =A-BadyEn2 %2

7] _ :
Bl VAN — SBREWARCTdoRtipo RS2

[
Temos:
A,B=[—1 2}.[1 —3]= < G

0 5] L1 2] | %

c,=(1)-1+2-1=1 ,=(1)-(3)+2-2=7
¢, =0-1-+5-1=5 c,=0-(3)+5-2=10

DEd o B = F 7j] Pense nisto: E sempre possivel

5 10 multiplicar duas matrizes ;

quadradas de mesma ordem? 0
e = ED 2| = d, d, que se pode afirmar em relagio
1 2 oS B d ao tipo da matriz produto?

d,=1-(1)+(3):0=-1 d,=1-2+(3)-5=-13 :4
d,=1-(1)+2-0=-1 d,=1-2+2-5=12
Dai, B- A = [“ “3]

=l 12

Observe, neste exemplo, que A - B # B - A.
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Capitulo 6

(por
Exercicios

5.

Sejam as matrizes A = (aﬁ)ﬁxs,em quea =i—jeB= (bjk)sxg,em que bjk =j+k SendoC=A-B=(c
€ o valor do elemento c,.?

qual

ik)s x 8

Solucao:

O elemento ¢, da matriz produto C serd obtido multiplicando-se ordenadamente os elementos da linha 3 de A
e os da coluna 5 de B.

Dessa forma, usamos a “regra de formacdo” dos elementos de A e B para determinar apenas as filas procuradas:

6

15
A=ty 8y & =2 1 @ :B= b, = 7
6%3 35 " f3xs 8

Assim,c,, =2-6+1-7+0-8=19.

= s S 4 .
Resolver a equacao matricial A - X = B,sendo A = > 3¢ B= 1
Solugao:

Precisamos, inicialmente, determinar o tipo da matriz X.

Temos:
A . X = B
& 4 &
(2x2) (n X p) 2x1)
Devemos ter:

= n = 2, para garantir a existéncia do produto;

= p = 1,pois o nimero de colunas de X é igual ao nimero de colunas de B,

ons
(s )

B 5r+7s 4 ; S5r+7s=4 ; S
Efetuando a multiplicagdo, obtemos: [ Srir 3 ) = (1 J, donde resulta o sistema { ey o cuja solucéo é

r=5es=-3.

5
Assim, X = ( ]
-3

Matriz identidade

Definigdo

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. A & denominada matriz identidade de ordem z (indica-se por 1)
se os elementos de sua diagonal principal sdo todos iguais a 1, e os demais elementos sdo iguais a zero.
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Matrizes
Assim;

I, = G 2 ] & a matriz identidade de ordem 2.

0 0
1 0 |é a matriz identidade de ordem 3.
0 1

i 0 0
@ 1l 2 |z o 2 2
=l = * | € a matriz identidade de ordem n.
: o @
ORI 1

Vamos observar, por meio de exemplos, algumas propriedades relativas a multiplicacdo de matrizes envol-
vendo a matriz identidade.

I.A é uma matriz quadrada de ordem n.

a2 =
-SejaA—L 3J.

gio=il 2
m=SejaB=| 0 5 4|
3 RO

Temos que B - I, = Be L, - B = B (verifique).
II. A ndo & uma matriz quadrada, isto &, A__ , com m # n:

: Py b =2
= Seja A = [4 5 _2]2“. Temos:

0 21—3_[21~3] E {a ;
L-A= 0 1} [4 5 _2]— Pk 5 (Note que ndo existe A )

=
—

w

Ii
[l Lremprra
M~
ey
). [
M W
| —
E s )
o O -
oL O

0
0= [2 S :I (Note que ndo existe I, - A.)
1 A By =)

o) T4 51k 5 _
L-B=|0 1 0|-|3 1|=|3 1|(Noteque nio existe B - )
| 0= 0 1= 5i2i 40

4 5 1 0 S5
B-L=|3 1 [ }= 3 1 | (Note que ndo existe I, - B.)
® i 2B 3

Em geral, pode-se dizer que:

=Se A é quadrada de oxdemn, A - I, =T - A=A,
mSeA=(@), , comm# 0l -A=AeA-L =A
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Capitulo 6

Propriedades da multiplicacio de matrizes
Supondo que as matrizes A, B e C sejam de tipos tais que as operaces abaixo possam ser realizadas, valem
as seguintes propriedades para a multiplicagdo de matrizes:
I. Associativa: (A - B) - C= A - (B -0
II. Distributiva & direita em relacio a adicdo: (AN SGE=VAR RCL B - C
III. Distributiva a esquerda em relacio a WEECo (A=) =C: A=Eai

Observe nos exemplos a seguir a validade das propriedades I e II e valide em seu caderno a propriedade III,
conforme indicacdo adiante,

p 4 0 =£ 5 i 1?
= Propriedade I: A = 3;1,B= 10 -3 |eC= 6.

8
A-B=[16204) _, (4 By . c=("16204) |5 _(68
=131 9516 1351586 - 25

B =G§J - A-(B-CFSQ-@;J:G?J

8
= Propriedade I: A =|> * % , B = U eC=|11|
5 7 2 1 =% 3 _:

8

3 =2 B 3= 6 —45
A+ = A+B & = . 11 = *
: (5 310]3( R [6 310} v (21} &

8
A oS (et = (e 18) 57 BECE < ORee2 B8 LB IR UM i (234
5.7 2 | 105 1= 8 ) |3 W

AT-SCECABRRCE— (_11) + (_34) B (‘45), que coincide com (*).

105 —84 21
-4 5
= Propriedade IIT: Considere A = [_% 2:[ B -{g *ﬂ eC=| 7 1 |everfique queC - (A + B)=C-A+C-B.
0 2
Ao estudar as propriedades da multiplicacdo de matrizes, é importante observar que:
A multiplicagdo de matrizes nao é comutativa, isto &, em geral, A - B # B - A.

285 ® 1 :
Sejam A = (_1 SJ eB = (_1 2]; vamos determinar AB e BA.

A . mel 2RO B EE
2x2l Sohsl ] § =il 7 -5 9
]
01 Z 3 =i 5 g
A= o —
2:52 2x2 [—1 2] (—1 5] (Hlt 7)
e}
Existem casos em que apenas uma das multiplicacbes pode ser feita. Por exemplo, se A & do tipo
2 X 3 eBédotipo 3 X 4, entio:

J(A - B)eédotipo2 X 4
A (B - A) (n2 de colunas de B & 4; n¢ de linhas de A & 2)
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